Landeswettbewerb Mathematik

Baden-Wirttemberg
Musterlésungen 1. Runde 2020/2021

Aufgabe 1

Mathelda schreibt an die Tafel fiinf verschiedene positive ganze Zahlen, deren Durch-
schnitt 5 ist. Wenn Mathelda die kleinste und die gréBte Zahl weglésst, betrédgt der
Durchschnitt der restlichen Zahlen 4.

Welche Zahlen kann Mathelda an die Tafel geschrieben haben? Bestimme alle Még-
lichkeiten.

Lésung:
Es gibt genau vier Méglichkeiten flr die finf Zahlen, die Mathelda an die Tafel geschrie-
ben haben kann, namlich:

Méglichkeit 1: 1, 2, 3, 7, 12
Méglichkeit 2: 1, 2, 4, 6, 12
Méglichkeit 3: 1, 3, 4, 5, 12
Méglichkeit 4: 2, 3, 4, 5, 11

1. Beweisvorschlag (Félle fiir die zweitkleinste Zahl):

Da alle finf Zahlen den Durchschnitt 5 haben ist ihre Summe 5 -5 = 25.

Der Durchschnitt der drei mittleren Zahlen, die nach Weglassen der kleinsten und der
gréBten Zahl an der Tafel Ubrig bleiben, ist 4. Die Summe dieser drei Zahlen ist also
3:4=12.

Die Summe der kleinsten und gréBten Zahl ist also 25 — 12 = 13.

Die zweitkleinste Zahl an der Tafel muss mindestens 2 sein, da die Zahlen alle verschie-
den und positiv sind, die zweitkleinste Zahl muss also gréBer als die kleinste Zahl sein.
Daher gibt es folgende Félle fir die zweitkleinste Zahl:

Fall 1: Die zweitkleinste Zahl ist 2.

Die Summe aus den beiden nachstgréBeren Zahlen ist dann 12 — 2 = 10. Es gibt fir die-
se beiden verschiedenen Zahlen also die beiden Mdglichkeiten 3 und 7 bzw. 4 und 6. Die
drittkleinste Zahl kann nicht 5 oder gréBer sein, da sie sonst mindestens so groB3 wie die
vierte Zahl ware.

Wenn die zweitkleinste Zahl 2 ist, so muss die kleinste Zahl 1 sein, die gréBte daher
13-1=12.

Man erhalt also die beiden Méglichkeiten: 1 -2 -3 —-7—-12und1—-2 -4 —-6—12. Bei
beiden Mdglichkeiten ist tatséchlich der Durchschnitt der mittleren Zahlen 4 und der
Durchschnitt aller Zahlen 5.
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Fall 2: Die zweitkleinste Zahl ist gleich 3.

Die Summe aus den beiden nachstgréBeren Zahlen ist dann 12 -3 = 9. Es gibt fiir diese
beiden verschiedenen Zahlen also nur die Mdglichkeit 4 und 5.

Wenn die zweitkleinste Zahl 3 ist, so muss die kleinste Zahl 1 oder 2 sein. Wenn sie 1 ist,
so ist die groBte Zahl 13 — 1 = 12. Wenn die kleinste Zahl 2 ist, so ist die gréBte Zahl

13 -2 =11.

Man erhalt also die beiden Mdglichkeiten: 1 —3 -4 —-5—-12und2 -3 -4 —-5—11. Bei
beiden Mdglichkeiten ist wieder offensichtlich der Durchschnitt der mittleren Zahlen 4 und
der Durchschnitt aller Zahlen 5.

Fall 3: Die zweitkleinste Zahl ist mindestens 4.
Dies kann nicht sein, weil die Summe der zweit-, dritt- und viertkleinsten Zahl dann min-
destens gleich 4 + 5 4+ 6 = 15 ware, was gréBer als 12 ist.

Da die Fallunterscheidung alle Méglichkeiten fur die zweitkleinste Zahl abdeckt, hat man
alle Méglichkeiten gefunden. Es gibt also genau die vier in der Lésung angegeben
Mdglichkeiten.

2. Beweisvorschlag (Untersuchung der kleinsten drei Zahlen):

Da alle flinf Zahlen den Durchschnitt 5 haben ist ihre Summe 25.

Der Durchschnitt der drei mittleren Zahlen ist 4, ihre Summe also 12.

Die funf Zahlen werden mit a, b, ¢, d und e bezeichnet, wobeia < b < ¢ < d < e gelten
soll.

Warea > 3,dannwarea+b+c+d+e>3+4+5+ 6+ 7 =25. Gleichheit kann nur
eintreten, wenn die flinf Zahlen genau die Zahlen 3,4, 5,6, und 7 sind. Dann wére aber
b+c+d=4+5+6=15> 12, was nicht sein kann.

Also muss a < 3 gelten, es kann nur a = 1 oder a = 2 sein.

Wéare b > 4,dannwareb+c+d=>4+5+ 6 > 12, was nicht sein kann.
Also muss b < 3 sein. Weil zusatzlich b >a > 1, istalso b = 2 oder b = 3.

Ware c > 5,dannware b+ c+d =2+ 5+ 6 = 13, was nicht sein kann.
Also muss ¢ < 4 sein.

Es bleiben nur die folgenden vier Méglichkeiten flir die kleinsten drei Zahlen a; b; c:

(1) 1,2;3;(2) 1,2;4;(3) 1,3;4; (4) 2;3; 4

Ausgehend von a, b und ¢ kann man d und e berechnen: Aus b + ¢ + d = 12 ergibt sich
d=12—-b—-cundausa+b+c+d+e=25schlieBliche=25—-a—-—b—c—d.

Far (1) ergibtsichd =12 -2—-3=7unde=25-1-2-3 -7 =12, also Lésungs-
moglichkeit 1. Fir (2) ergibt sichd =12 -2-4=6unde=25-1-2-4—-6 =12,
also Lésungsmoglichkeit 2. Fir (3) ergibt sichd =12 -3 —-4=5unde=25—-1-3—
4 — 5 =12, also Lésungsmaoglichkeit 3. Fir (4) ergibt sichd =12 -3 -4 =5 und
e=25—-2-3—-4-5=11, also Lé6sungsmdglichkeit 4.

Offensichtlich erfillen alle vier Lésungen die Aufgabenstellung.
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Aufgabe 2

In der abgebildeten Figur ist M der Mittelpunkt der
Strecke AB. Die Gerade w halbiert den rechten Winkel
bei C.

Beweise: w halbiert auch den Winkel <HCM.

1. Beweisvorschlag (iiber Umkehrung des Satz des Thales):

Vorbemerkung:

Es genlgt, die in der abgebildeten Figur gegebene Lage zu betrachten, bei der

IBAC > «CBA ist. Dies wird im folgenden vorausgesetzt. Die Aussage der Aufgabe gilt
aus Symmetriegrinden dann auch fir den Fall *BAC < «CBA. Im Fall der Gleichheit
IBAC = «CBA liegt die Hohe auf der Geraden w und ebenso die Seitenhalbierende.
Die Aussage ist dann wegen H = M offensichtlich.

Beweis der Aufgabe:

Sei W der Schnittpunkt von w mit der
Strecke AB. Aufgrund des rechten Win-
kels <ACB liegt C auf dem Thaleskreis
Uber AB (Umkehrung des Satz des Tha-
les). Dieser Thaleskreis hat den Mittel-
punkt M.

Da MB, MA und MC Radien des Thaleskreises sind, sind diese Strecken gleich lang.
Also ist das Dreieck CMB gleichschenklig mit Basis BC. Die Basiswinkel <MCB und
<CBM = f sind also gleich weit.

Da das Dreieck ABC rechtwinklig ist, gilt nach dem Winkelsummensatz

p =180°—-90°—a =90° — a.

Das Dreieck AHC rechtwinklig ist, gilt nach dem Winkelsummensatz in den Dreiecken
AHC und ACB gilt also <ACH = 180° —90° — a = 90° — a.

Nach der Vorbemerkung gilt « > g und a + = 90°. Also ist f < 45° = «ACW = <WCB.
Deswegen liegt W auf AB zwischen H und M und es gilt

IHCW = <ACW — <ACH = 45° - = <W(CB — <MCB = <W(CM
Das ist die Behauptung.
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2. Beweisvorschlag (iiber Abbildungen):

Man erganzt das rechtwinklige Dreiecke ABC wie
in der Abbildung zu einem Rechteck ADBC, wo-
bei D aus C durch Punktspiegelung an M ent-
steht. Da a + 8 = 90° liegt tatsachlich ein Recht-
eck vor.

Das Viereck ADBC wird an der Winkelhalbieren-
den w gespiegelt, dadurch entsteht das Bild-
rechteck A’C’B’D’, wobei C* = C, da C auf w liegt.
Sei andererseits F der Schnittpunkt der beiden
Winkelhalbierenden w und v der rechten

Winkel des Rechtecks bei € bzw. B. Die Geraden w und v schneiden sich in F im rech-
ten Winkel, denn das Dreieck CFB ist gleichschenklig mit Basiswinkel 45°.

Somit ist v die Orthogonale zu w durch B und v verlauft also durch den Bildpunkt B* von
B bei der Achsenspiegelung an w. Da auBerdem FB = FC, wird B bei einer Drehung um
F um 90° gegen den Uhrzeigersinn auf C abgebildet. Ebenso wird € auf B* abgebildet
und damit muss D bei dieser Drehung auf A und A auf D* abgebildet werden. Somit wird
die Diagonale AB durch diese 90°-Drehung auf D'C abgebildet, also sind AB und D‘C or-
thogonal. Da auch CH senkrecht auf AB steht, liegt also H auf D’C.

Da die Diagonale CD, auf der M liegt, durch die Achsenspiegelung an w auf die Diagona-
le CD’, auf der H liegt, abgebildet wird, sind die Winkel <WCM und <HCW gleich weit.
Das war zu zeigen.

3. Beweisvorschlag (mit Siidpolsatz):

Nach dem sogenannten Stdpolsatz schneiden sich m
in einem beliebigen Dreieck die Mittelsenkrechte m
einer Seite und die Winkelhalbierende w der gegen-
Uberliegenden Ecke auf dem Umkreis. Der Schnitt-
punkt ist der ,Stdpol“ D.

Da die Hohe CH und die Mittelsenkrechte m beide
senkrecht auf AB stehen, sind sie parallel. Die Wech-
selwinkel «HCD und <M DC haben daher die gleiche
Weite §.

Nach der Umkehrung des Satz des Thales ist M der
Mittelpunkt des Umkreises, also sind die Radien MC
und MD gleich lang. Somit ist das Dreieck MCD
gleichschenklig und die Basiswinkel «DCM und <M DC sind gleich weit. Da also
6 = <HCD = <DCM, halbiert w den Winkel <HCM.

Bemerkung:

Dieser Beweis der Aufgabe beweist allgemeiner folgendes: Eine Innenwinkelhalbierende
in einem Dreieck halbiert den Winkel, den der von dieser Ecke ausgehende Radius des
Umkreises des Dreiecks mit der von dieser Ecke ausgehenden Héhe des Dreiecks ein-
schliet.
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Aufgabe 3

In jedes der elf freien Kastchen ist eine positive ganze Zahl

einzutragen, dabei diirfen Zahlen auch mehrfach verwen- o T Ta 3
det werden. Das Produkt der Zahlen in je vier aufeinander-
folgenden Késtchen muss jedoch stets den Wert 120 an-
nehmen.

Bestimme alle Méglichkeiten fir die Zahl im markierten Késtchen.

Lésung:
Die Zahl 5 und keine andere Zahl kann im markierten Kéastchen stehen.

1. Beweisvorschlag (Periodizitét):

Es muss gezeigt werden, dass (A) die Zahl 5 im markierten Kastchen stehen kann und
dass (B) keine andere Zahl dort stehen kann. Den Teil (A) zeigt man am einfachsten
durch die Angabe einer Verteilung der Zahlen auf die Felder, die die Aufgabenstellung
erflllt:

Dabei stehen in beliebigen vier aufeinanderfolgenden Kastchen offenbar immer die Zah-
len 2, 3, 4 und 5 in irgendeiner Reihenfolge und das Produkt dieser Zahlen ist 120.

Nun der Beweis von (B):
Wenn in die Kastchen entsprechend der Regel in fliinf nebeneinanderliegende Kastchen
die Zahlen a, b, c,d und e eingetragen werden, danngilta-b-c-d = 120 und auch
b-c-d-e=120. Weil es sich um positive Zahlen handelt, darf man beide Gleichungen
durch b - ¢ - d teilen und erhélt
120

““bca ¢
Eine Zahl muss sich also im Abstand von vier Feldern wiederholen. Ausgehend von der
schon eingetragenen Zahl 2 ergeben sich die in der folgenden Tabelle rot markierten
Erganzungen:

2 412 2|3

Ausgegend von der eingetragenen Zahl 3 erganzt man ebenso weitere Zahlen in K&st-
chen:

2(3] |4]|2|3|x| (2]3

Flr die gesuchte Zahl x ergibt sich dann aus 120 =4-2-3-x = 24-x,dass x = % =5

sein muss. Damit ist (B) bewiesen.
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2. Beweisvorschlag (Fallunterscheidung):
Wir beginnen mit den vier folgenden aufeinander folgenden Zahlen 2, a, b, 4:

2la|b|4 3

Ihr Produkt 2 - a - b - 4 muss nach Aufgabenstellung 120 ergeben.

Das Produkt der beiden Zahlen a und b ergibt daher a - b = 120: (2 - 4) = 15. Die einzi-
gen vier Mdglichkeiten, wie man 15 als Produkt von zwei positiven ganzen Zahlen
schreiben kann, sind 15=1-15=15-1=3-5= 5" 3, es gibt also vier Falle:

Falll:a=1,b =15
Es liegt also folgende Verteilung vor:

2(1154|c 3

Man erganzt nun ausgehend von den vier Zahlen 2,1,15,4 eindeutig nach rechts weitere

Zahlen, da das Produkt von vier aufeinander folgenden Zahlen 120 ergeben muss. Die

nachste Zahl ¢ ist ¢ = —— = 2. Dann folgt der Reihe nach 120 _ 1, 120 _ 15, 120 _ 4,
1-15-4 15-4-2 4-2-1 2:1-15

120
1-15-4

= 2. Es entsteht also folgende Reihenfolge:

2(1154|2|1154(2]3

Das Produkt der letzten vier eingetragenen Zahlen ist 15-4 -2 -3 = 360 # 120. Das ist
nach Aufgabenstellung nicht erlaubt, also ist dieser Fall nicht méglich.

Fall2:a =15b=1
Es liegt also folgende Verteilung vor:

2[151|4|c 3

Wieder erganzt man ausgehend von 2,15,1,4 eindeutig nach rechts die Zahlen
120 120 120 120 120 .
= a2 72, = 15, = L5 =4 o, = 2- Es entsteht also folgende Reihen-

folge:

2(191(4]|2[191(4]|2|3

Das Produkt der letzten vier eingetragenen Zahlenist 1 -4 -2 -3 = 24 # 120. Das ist
nach Aufgabenstellung nicht erlaubt, also ist dieser Fall nicht méglich.

Fall3:a=3,b=5
Man geht also aus von der Verteilung:

2[3|5]4 3

Wieder erganzt man ausgehend von 2,3,5,4 nach rechts wie in den vorigen Fallen die
Zahlen 2,3,5,4,2. Man erhélt
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Diesmal passt auch die 3, denn 5-4 -2 -3 = 120. In der Tat kann man jetzt auch noch
die fehlenden Zahlen erganzen.

5/4|2|3|5|4|2|3|5(4|2|3|5|4

Durch Nachrechnen zeigt man, dass alle Produkte von vier benachbarten Zahlen 120
ergeben. Es ergibt sich also eine Lésung der Aufgabe mit gesuchter Zahl 5.

Fall4:a=5b =3
Es liegt also folgende Verteilung vor:

2(5]3|4 3

Wieder erganzt man ausgehend von 2,5,3,4 eindeutig nach rechts die Zahlen 2,5,3,4,2
Es entsteht also folgende Reihenfolge:

2(5]3|4]|2|5|3|4(2]3

Das Produkt der letzten vier eingetragenen Zahlen ist 3-4 -2 -3 =72 # 120. Das ist
nach Aufgabenstellung nicht erlaubt, also ist dieser Fall nicht méglich.

Es bleibt also nur Fall 3 mit der gesuchten Zahl 5 tbrig. Das war zu zeigen.

LWM 2020/21, Lésungen 1. Runde Seite 7 von 14



Aufgabe 4 D, .C
Im Quadrat ABCD liegt ein Punkt E so, dass der Fldchenin-
halt des Dreiecks ABE doppelt so grol3 ist wie der des Drei- :

ecks DAE und halb so grol3 wie der des Dreiecks BCE. /\

Beweise: Das Dreieck ABE ist rechtwinklig. A B

1. Beweisvorschlag (mit Umkehrung des Héhensatzes):
Seien weiter hr, h¢ und hx die Héhen in den D C
Dreiecken DAE, ABE und BCE (siehe Abbil-
dung). Es sei a die Seitenldnge des Quadrats.
Dann haben die drei Dreiecke gleich lange
Grundseiten der Lange a.

Nach Voraussetzung gilt fir die Flacheninhalte

der Dreiecke: F th E AH

F(ABE) = 2-F(DAE) = %-T(BCE)

oder

1 1 1
E'a'hGZZ'E'a'hF:E'a'hH. A

OF =
o)

Nach Division durch %a #0folgth; =2 -hp = % hy, also hp = %hG und hy = 2h,.
Weil die Vierecke AGEF und GBHE Rechtecke sind, gilt AG = hr und GB = hy. Die Stre-
cken AG und GB sind die Hoéhenabschnitte zur Hohe h;.

Nun gilt 4G - GB = hy - hy = ~hg - 2h; = h2. Nach der Umkehrung des Hohensatzes ist
g 2

ein Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C, wenn fur die Hohenabschnitte g und p
zur Héhe h von C die Gleichung q - p = h? gilt.

Da diese Gleichung fir das Dreieck ABE mit der Héhe von E erflllt ist, ist das Dreieck
ABE rechtwinklig bei E. Das war zu zeigen.

2. Beweisvorschlag (mit Umkehrung des Satz des Pythagoras):
Mit den Bezeichnungen vom 1. Beweisvorschlag ergibt sich wie dort 4G = % * hg und
GB = 2 hg;. Nach dem Satz des Pythagoras im Dreieck AGE ergibt sich

AE? = 4G +GE* = (Shg) +h3 = 2h2 + h2 = 2h3.
Ebenso ergibt sich im Dreieck GBE

EB? = GB? + GE? = (2hg)? + hé = 4h% + h% = 5hé.
Somit folgt AE? + EB? = zhé + 5h¢ = 24—5h¢2;. Andererseits gilt

AB? = (4G + GB)? = (5hg + ZhG)2 = Gha)2 =22,
Nach der Umkehrung des Satz des Pythagoras ist ein Dreieck ABC, fur das fur seine Sei-
tenlangen a, b, c die Beziehung a? + b? = ¢? gilt, rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.
Diese Beziehung gilt im Dreieck ABE, denn AE? + EB? = 24—5h,2; = AB?. Somit ist das
Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei E. Das war zu zeigen.
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3. Beweisvorschlag (mit Ahnlichkeit):

Sei h die Hohe auf AD im Dreieck DAE. Wie im 1. Be-
weisvorschlag gilt dann AG = h, GB = 4h und GE = 2h.
Die beiden Dreiecke AGE und EGB sind ahnlich, denn

beide Dreiecke sind rechtwinklig, und entsprechende Ka-

theten stehen im gleichen Verhaltnis GB _th _ 2 bzw. E
GE 2h F h

Z_—g = % = 2. Somit haben die beiden Dreiecke die glei- a
chen Innenwinkel. Mit den Bezeichnungen 2h
IBAE = <GAE = a und XEBA = ¥EBG = f folgt also .
ZAEG = B. Da das Dreieck AGE rechtwinklig ist, gilt A'h G 4h B
B =90°— a.

Somit XAEB = XAEG + <GEB = f + a = 90°. Das war zu zeigen.

4h H

4. Beweisvorschlag (mit kongruenten Dreiecken):
Das Quadrat wird durch Parallelen zu den Seiten in D C
ein Gitter aus 25 kongruenten kleineren Quadraten !
zerlegt. I
Da sich die Flacheninhalte der beiden Dreiecke \ :

1

DAE und BCE wie 1: 4 verhalten sollen und beide
gleich lange Grundseiten AD = BC = a haben, L li& K
mussen sich die zugehdrigen Héhen in den beiden
Dreiecken, also die Abstdnde von E zu den genann- 4

ten Grundseiten ebenfalls wie 1: 4 verhalten. /
Also liegt E auf der gestrichelt hervorgehobenen A F B
Gitterlinie parallel zu AD.

Da sich die Flacheninhalte der beiden Dreiecke ABE und DAE wie 2: 1 verhalten und
beide gleich lange Grundseiten AD = AB = a haben, miissen sich die zugehoérigen HO-
hen ebenfalls wie 2: 1 verhalten. Das heiBt EF = 2 - LE. Daher muss E auf der gepunkte-
ten hervorgehobenen Gitterlinie parallel zu AB liegen.

Die Lage von E als Gitterpunkt ist damit eindeutig bestimmt. Der Diagonalenschnittpunkt

H des Rechtecks mit den eingezeichneten Gitterpunkten F, B, K und E als Eckpunkten

ist aus Symmetriegriinden ebenfalls ein Gitterpunkt, so dass die beiden schraffiert ein-

gezeichneten Dreiecke AFE und EGH offenbar kongruent und rechtwinklig sind. Daher ist
AAEB = XAEF + <GEH = <AEF + <FAE = 90°.

Das war zu zeigen.

Variante: Man konnte das Gitter in obigem Beweisvorschlag auch durch ein Koordina-
tensystem ersetzen. Ohne Beschrankung der Aligemeinheit sind die Koordinaten der
Punkte A(0|0), B(5]0), C(5|5) und D(0|5). Wie im obigen Beweis hat der Punkt E die
Koordinaten E(1]2).

Dann hat die Gerade AE die Steigung myg = % = 2, die Gerade EB die Steigung
Mgp = —i_:; = —%. Zwei Geraden sind genau dann orthogonal, wenn das Produkt ihrer

Steigungen —1 ist. Das ist offensichtlich der Fall, also xAEB = 90°.
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5. Beweisvorschlag (mit Drehung um 90°):

Hilfssatz: Liegt in einem Quadrat ABCD ein Punkt E so, dass Dreieck ABE doppelt so
groBen Fldcheninhalt hat wie das Dreieck DAE, dann liegt E auf der Verbindungsstrecke
von A mit dem Mittelpunkt der Strecke CD.

Beweis des Hilfssatzes: Sei M der Mittelpunkt der D N C
Seite AB. Dann hat das Dreieck AME im Vergleich
zum Dreieck ABE eine halb so lange Grundseite, aber
die gleiche Héhe durch den gemeinsamen Eckpunkt E.
Der Flacheninhalt von Dreieck AME ist demnach halb
so groB wie der Flacheninhalt von Dreieck ABE und
damit genauso groB wie der Flacheninhalt von Dreieck
AED.

Seien F und G die LotfuBpunkte von M und D auf die Gerade AE.

Die zugehérigen Lotstrecken sind Héhen in den flachengleichen Dreiecken AME bzw.
AED auf der gemeinsamen Grundseite AE. Diese Lotstrecken MF und DG sind also
gleich lang. Weiter sei N der Schnittpunkt von AE mit DC. Dann sind die beiden Dreiecke
AMF und NDG kongruent, denn sie stimmen in den Seitenlangen MF und DG, den rech-
ten Winkeln und den Wechselwinkeln «FMA und «DNG an den Parallelen AB und DC
Uberein. Insbesondere ist daher DN = AM, weswegen N der Mittelpunkt der Quadratsei-
te CD ist. Damit ist der Hilfssatz gezeigt.

A M B

Nun zurick zum Beweis der Aufgabe.

Sei nun N der Mittelpunkt von €D und K der Mittelpunkt von D N C
AD. Wegen des Hilfssatzes angewandt auf die beiden Drei-
ecke DAE und ABE liegt E auf der Geraden AN. Wegen des
Hilfssatzes angewandt auf die Dreiecke ABE und BCE liegt
E auf der Gerade BK. E ist also der Schnittpunkt dieser bei-
den Geraden. Weil bei einer Drehung um den Quadratmit- E
telpunkt um 90° gegen den Uhrzeigersinn A auf B und N auf
K abgebildet wird, wird bei dieser Drehung AN auf BK ab-
gebildet.

Die beiden Geraden schlieBen also einen 90°-Winkel ein. Das war zu beweisen.

A B

6. Beweisvorschlag (mit Trigonometrie):
Vorbemerkung: In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit y = 90° und Katheten
a = 1cm, b = 2cm qilt tan(a) = % = % und tan(pB) = g = 2. Aus a + [ = 90° folgt

arctan G) + arctan(2) = 90° (Es ist auch die Bezeichnung ,tan™1“ statt ,arctan” in Ge-
brauch.)

, , : R FlLh\E 4h  4H
Nun zum Beweis: Im Dreieck ABE ist tan(XAEG) = TR :
B
tan(XGEB) = % = 2. Aus der Vorbemerkung folgt 2h
o
<XAEG + <GEB = arctan (%) + arctan(2) = 90° = <AEB. A" h G 4h B

Das war zu zeigen.

LWM 2020/21, Lésungen 1. Runde Seite 10 von 14



Aufgabe 5 D

5cm
Zeige, dass ein Fiinfeck mit den in der Abbildung ange- 8.cm C
gebenen Mallen durch zwei gerade Schnitte so in drei
Teile zerlegt werden kann, dass sich die Teile liickenlos E
und Uberschneidungsfrei zu einem Rechteck zusam- 7cm
mensetzen lassen. 3cm
A 7cm B
1. Beweisvorschlag (mit Kongruenzsatz SSS):
C 7 cm B"
/ |
|
|
5cm :
y |
|
|
|
|=D| |
|
X |
|
3cm !
p |
A 7cm B A' 7 cm vB'

Zerschneidet man das Flnfeck durch zwei geraden Schnitte entlang der Strecken EB
und BD, so erhalt man die drei Teildreiecke ABE, BDE und BCD. Wir zeigen nun, dass
man diese llickenlos und Uberschneidungsfrei zu einem Rechteck zusammensetzen
kann.

Hierzu kann man zunachst die beiden Dreiecke ABE und BCD so verschieben und dre-
hen, dass die zu diesen kongruenten Dreiecke A'B'E’ und B"'C'D’ entstehen und so lie-
gen, dass E'mit D' zusammenfallt und A’, D’ und €' in dieser Reihenfolge auf einer Gera-
den liegen. Dann ist insbesondere A'C' = A'D’ + D'C’ = 3cm + 5¢cm = 8cm,

XB'A'C’' = <A'C'B" =90°und A'B’ = C'B” = 7cm.

Die vier Punkte A’, B, B” und C’ sind daher die Ecken eines Rechtecks mit den Seiten-
langen 8cm und 7cm. Die noch nicht mit Teilen des Finfecks bedeckte ,Licke® ist das
Dreieck B'B”D’. Dieses hat offensichtlich dieselben Seitenlangen wie das Dreieck EBD,
namlich ED = B'B” = 8cm, EB = E'B’ = x und BD = B"D’ = y. Es ist also nach Kongru-
enzsatz SSS kongruent zu diesem (bei gedndertem Drehsinn). Das Dreieckteil EBD
passt daher spiegelverkehrt, verschoben und gedreht genau in die ,Licke”. Damit ist
alles gezeigt.
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2. Beweisvorschlag (mit Spiegelung):

7cm

Zerschneidet man das Flnfeck durch zwei gerade Schnitte entlang der Strecken EB und
BD, so erhalt man die drei Teildreiecke ABE, BDE und BCD. Spiegelt man das Dreieck
ABE an der Mittelsenkrechte der Strecke BE, so erhalt man das dazu kongruente Drei-
eck A'BE und spiegelt man das Dreieck BCD an der Mittelsenkrechte der Strecke BD, so
erhalt man das dazu kongruente Dreieck BC'D. Die drei Flinfeckteile lassen sich somit zu
einer Figur mit fiinf Ecken A', B, €', D und E zusammenlegen.

Wir zeigen nun, dass dabei B auf der Strecke A'C’ liegt. Dann hat die zusammengelegte
Figur tatséachlich nur die vier Ecken A’, ', D und E. Sie hat zwei rechte Innenwinkel bei

A’ und ¢’ und die gegeniiberliegenden Seiten A’E und C'D sind gleich lang; die Figur ist

daher ein Rechteck.

Die rechtwinkligen Dreiecke A’'BE und BC'D kann man an ihren beiden Seiten der Lange
7cm zu einem Dreieck mit Seitenlangen 8cm, EB und BD zusammenlegen. Das entstan-
dene Dreieck hat also die gleichen Seitenlangen wie das Dreieck EBD, es ist nach Kon-
gruenzsatz SSS kongruent zum Dreieck EBD. Somit *DBE = «BDC' + <A'EB.

Es ergibt sich
ZEBA' + «DBE + «C'BD = (XEBA' + <A'EB) + (¥BDC’ + «C'BD) = 90° 4+ 90° = 180°.
Somit liegt B auf der Strecke A'C’, was zu beweisen war.

3. Beweisvorschlag (mit Zerlegung eines Rechtecks):
Es genlgt zu zeigen, dass man in umgekehrter Vorgehensweise ein spezielles Rechteck
so in drei Teile zerschneiden kann, dass man diese Uberschneidungsfrei und lickenlos
zum gegebenen Flnfeck zusammensetzen kann, wobei die Zerlegung des Flnfecks
dann durch zwei gerade Schnitte erhalten werden muss.

Gegeben sei ein Rechteck ACDE mit den Seitenlangen D

8cm und 7cm. Man wahlt auf der Seite AC denjenigen
Punkt B, fir den AB = 3cm und BC = 5cm. Schneidet man
dieses Rechteck entlang der Strecken EB und BD in drei
Teile, und spiegelt man die beiden Dreiecke ABE und BCD
an den Mittelsenkrechten der Strecken EB bzw. DB, so
ergibt sich die Situation wie im 2. Beweisvorschlag, nur in
umgekehrter Richtung.
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Es entsteht ein Flinfeck, das die in der Aufgabenstellung angegebenen MafBe und die
beiden rechten Innenwinkel besitzt. Es muss nur noch argumentiert werden, warum es
sich dabei in jedem Fall um das Finfeck aus der Aufgabenstellung handelt, dass es also
nicht mehrere verschiedene Fiinfecke mit den gegebenen MaBen gibt.

Mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Bezeichnungen sind die Streckenlangen von
EB und BD mit dem Satz des Pythagoras eindeutig berechenbar und aufgrund des Kon-
gruenzsatzes SSS gibt es héchstens ein Dreieck EBD, das die somit festgelegten drei
Seitenlangen hat. Uber dessen Seiten EB und DB kann man dann eindeutig die beiden
rechtwinkligen Dreiecke erganzen und erhélt so das gegebene Flinfeck auf eindeutige
Weise.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

4. Beweisvorschlag (mit einem anderen Schnitt):
Zunachst wird das Finfeck ABCDE entlang
BE geschnitten, das abgeschnittene
rechtwinklige Dreieck wird an der Mittel-
senkrechten von EB gespiegelt, so dass
das neue Flunfecke A’BCDE mit rechten
Winkeln bei A und C entsteht. Es ist also
A’E senkrecht zu A'B.

Nun wird das Finfeck entlang der Paralle-
len p zu A’E durch D gestrichen (rote Stre-
cke). Diese Parallele schneidet BC in G.

Sei q die Verlangerung von A’B. Da A’'B senkrecht auf A’E steht, schneidet g die Paralle-
le p senkrecht. Der Schnittpunkt heiBe H.

Wir zeigen, dass <A’ED = 90° ist, also ED parallel zu A’H ist. Dazu wird das Dreieck
BCD um B gedreht, dass BC auf AB fallt (oeide Strecken haben die Seitenlange 7cm).
Das Dreieck BCD geht durch diese Drehung in KBA Uber. Das Viereck KBDE hat die Sei-
tenlangen 8cm, 8cm, vy, y, es ist also ein Drachenviereck. Die Diagonale EB ist Symmet-
rieachse des Drachens, durch Spiegelung an EB geht A in den Punkt F auf DE mit

EF = 3cm Uber. Das Viereck ABFE ist auch ein rechtwinkliger Drache mit den Seitenlan-
gen 7cm,7cm,3cm,3cm. Somit *FEB = <EBA = 90° — <BEF. Also <A'ED = <A'EB +
IBEF = ¥EBA + <BEF = 90°.

Da ED parallel zu A'H ist, ist /HDE ein Rechteck mit Seitenlangen 8cm und 7cm. Da
A'H = ED = 8cm ist BH = 5cm.

Die beiden Dreiecke GCD und BHG haben gleiche Innenwinkel (¢DCG = <«GHB = 90°,
XCGD = ¥BGH, da es Scheitelwinkel sind) und eine gleich lange Seitenldnge

(BH = CD = 5c¢m). Somit sind die beiden Dreiecke kongruent und man kann GCD auf
GBH legen, so dass das Rechteck A’"HDE mit den Seitenlangen 8cm und 7c¢m entsteht.

LWM 2020/21, Lésungen 1. Runde Seite 13 von 14



Aufgabe 6

Nicola méchte in jedes Feld des nebenstehenden Gitters eine positive ganze
Zahl eintragen. Von diesen Zahlen sollen keine zwei gleich sein.

AuBerdem sollen je zwei der Zahlen, die in Feldern mit einer gemeinsamen
Kante stehen, einen gemeinsamen Teiler gré3er als 1 haben.

Bestimme den kleinstméglichen Summenwert dieser 16 Zahlen.

Lésung:
Der kleinstmdgliche Summenwert dieser 16 Zahlen ist 170.

Beweisvorschlag:
Dass der Summenwert 170 mdglich ist, zeigt das folgende Beispiel mit der Summe
2+34+4+54+46+7+84+9+10+12+4+14+154+16+18+ 20+ 21 = 170.

7114|116 | 8
21118| 2 | 4
3112|2010
916 |15] 5

Nun muss noch bewiesen werden, dass es keine erlaubte Zahlenbelegung gibt, bei der
die Summe kleiner als 170 ist.

Zunachst kann man feststellen:

e Jedes Feld hat mindestens zwei Nachbarfelder.

e Da die Zahl 1 mit allen Zahlen nur den gemeinsamen Teiler 1 hat, kann sie nicht
zu den 16 Zahlen gehdren.

e Gehort eine Primzahl zu den 16 Zahlen, so missen auch mindestens zwei ver-
schiedene Vielfache dieser Primzahl dazu gehéren. Im kleinsten Fall ihr Zwei- und
ihre Dreifaches. Nur die Vielfachen einer Primzahl haben einen gemeinsamen
Teiler gréBer 1 mit der Primzahl.

Woirde eine Primzahl p > 11 zu den 16 Zahlen gehdéren, so ist ihre Summe S mindestens
p+2p+3p+2+3+4+54+64+7+8+9+10+11+12+ 13+ 14 = 6p + 104 > 170.
Der Wert 170 wére nur fir p = 11 mdglich. Wenn aber p = 11, so ist die Summe mindes-
tens

11+22+33+2+3+4+5+6+7+8+9+10+12+13+14+15=174 > 170
In jedem Fall ware die Summe gréBer als 170, wenn eine Primzahl p > 11 zu den 16
Zahlen gehdren wirde.

Somit kébnnen 11,13,17 und 19 nicht zu den 16 Zahlen gehéren. Die 16 kleinsten Zahlen
unter Weglassen von diesen vier Primzahlen und 1 sind
2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,15,16,18,20,21. Da es die kleinstmdglichen Zahlen sind, haben sie
auch den kleinstméglichen Summenwert. Dieser Summenwert ist 170.
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