Landeswettbewerb Mathematik

Baden-Wurttemberg
Musterlésungen 1. Runde 2011/2012

Aufgabe 1 o
David wirft einen besonderen Wiirfel und schreibt jeweils die 2101111
oben liegende Zahl auf. Die Abbildung zeigt ein Netz seines

Wiirfels. 0

Wie oft muss David mindestens wdirfeln, damit unter den aufgeschriebenen Zahlen ganz
sicher drei Zahlen sind, deren Summe durch 3 teilbar ist?

Lésung:
David muss mindestens funf Mal wirfeln.

1. Beweisvorschlag:

1. Behauptung: Wenn David finf Mal wirfelt, dann befinden sich unter seinen aufge-
schriebenen Zahlen immer drei Zahlen, deren Summe durch 3 teilbar ist.

Beweis der 1. Behauptung:
Es kann nur eine der beiden folgenden Situationen eintreten:

Situation A: Unter Davids aufgeschriebenen Zahlen kommt eine Zahl dreimal vor.

Wir kbnnen dann die Summe der dreifach vorkommenden Zahl bilden, also eine der fol-
genden Summen: 0 +0+0=0o0der1+1+1=3o0der2+2+2=6. Diese Summen
sind alle durch 3 teilbar.

Situation B: Unter Davids aufgeschriebenen Zahlen kommt keine Zahl dreimal vor.
Dann kommt jede Zahl h6chstens zwei Mal vor. Die 0 kommt also héchstens zweimal
vor, ebenso die 1. Es muss also unter den flnf gewdrfelten Zahlen mindestens ein Mal
die 2 vorkommen.

Da die 0 und die 2 héchstens zweimal vorkommen, muss unter den finf gewUrfelten
Zahlen auch mindestens ein Mal die 1 vorkommen. Da schlieBlich die 1 und die 2
hdchstens zweimal vorkommen, muss unter den finf gewdrfelten Zahlen auch mindes-
tens ein Mal die 0 vorkommen.

Folglich muss jede der Zahlen 0, 1 und 2 mindestens einmal unter den finf Zahlen ver-
treten sein. Wir kdnnen daher die Summe 0 + 1 + 2 = 3 bilden, die durch 3 teilbar ist.
Die 1. Behauptung ist also in beiden Situationen bewiesen.

2. Behauptung: Bei weniger als 5 Wlirfen kann es vorkommen, dass unter den gewdir-
felten Zahlen keine drei sind, deren Summe durch 3 teilbar ist.

Beweis der 2. Behauptung:

Angenommen David hat die vier Zahlen 1, 1, 2, 2 gewdrfelt.

Die méglichen Summen von drei der vier Zahlensind 1 +1 +2=4o0der1+2+2=5.
Alle méglichen Summen sind also nicht durch 3 teilbar.
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2. Beweisvorschlag:

Es kommt nicht auf die Reihenfolge der gewurfelten Zahlen an: Fir die Teilbarkeit durch
3 ist es ja unerheblich, ob die Augenzahlen 2,1,0,1 (in dieser Reihenfolge) oder 0,1,1,2
gewdrfelt wurden. Wir nehmen also an, dass David seine Zahlen in aufsteigender Rei-
henfolge wirfelt.

0—>0+0+0 1= 1+1+1
1/ 2—>0+1+2

0 1
2—>0+1+2

2
0 1 2 —— 2—>2+2+2
1 T: 1= 14+1+1
2—>0+1+2
2 2—>0+1+2

2 ——— 2224242

1< 1—=>1+1+1

2 2 2—>2+2+2

2 2 2—>2+2+2
\ O 221242

Der obige Baum enthalt alle méglichen aufsteigenden Wirfelergebnisse von David. So-
bald in einem Ast drei Zahlen mit durch 3 teilbarer Summe vorliegen, wird der Ast mit
dieser Summe beendet.

Man erkennt, dass alle Aste spatestens nach finfmaligem Wiirfeln beendet sind, wah-
rend es Aste gibt, die nach viermaligem Wrfeln noch nicht beendet sind. Das ist genau
die behauptete Lésung.
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Aufgabe 2

ln_denlvebﬂstehenden Quadrat gilt:
AB=BC =CD und «BCD =90°.

Bestimme die GroBe des Winkels . C

Loésung:
Esqita =225 °

F E
1. Beweisvorschlag:
Das Dreieck BDC ist gleichschenklig, da BC=CD.
Nach Voraussetzung ist < BCD = 90°. Fir die Weite des
Basiswinkels <« CDB folgt deshalb aus dem Winkelsummen-
satz fur Dreiecke:
< CDB = «DBC = 45°. (1)
Der Punkt C liegt somit auf der Diagonalen DF des Quadra-
tes ADEF. A 3 D

Die Diagonale DF ist eine Symmetrieachse des Quadrates

ADEF. Spiegelt man das Quadrat an dieser Symmetrieachse, so ist der Winkel <« DAC
das Spiegelbild des Winkels <« CED und es gilt

o = < CED = «DAC.

Der Winkel < DAC ist Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck ABC. Mit dem Winkel-
summensatz fur Dreiecke folgt:

o= «xCED = «DAC = %-(180°—<CBA) (2)

< CBA ist ein Nebenwinkel des Basiswinkels << DBC im Dreieck BDC. Die Basiswinkel in
diesem Dreieck haben nach (1) die Weite 45°. Fiir << CBA gilt somit:

< CBA =180°— «DBC = 180°—-45°= 135" (3)

Aus (2) und (3) ergibt sich fir a:

o= «CED = «DAC = %-(180°—<CBA) - 1 (180°-135°) = 22,5°.

1
2
Dies war zu zeigen.
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2. Beweisvorschlag:

Das Dreieck BDC ist gleichschenklig, da BC=CD.

Nach Voraussetzung ist << BCD = 90°. Fir die Weite des
Winkels <« CDB folgt deshalb aus dem Winkelsummensatz
fir Dreiecke: << CDB = 45°.

Der Punkt C liegt somit auf der Diagonale DF des Quadra-
tes ADEF.

< FCB ist ein Nebenwinkel von <« BCD und hat deshalb
die Weite 180°—90°=90°.

Die beiden Dreiecke ABF und BCF sind nach dem Kon-

A

B

B

gruenzsatz Ssw kongruent (AB =BC nach Voraussetzung, BF ist gemeinsame Seite

beider Dreiecke, <« BAF = <« FCB = 90°). Sie stimmen
deshalb auch in anderen einander entsprechenden Gro-
Ben Uberein.

Insbesondere gilt: AF=FC.

Da alle Quadratseiten gleich lang sind, folgt daraus:
FE=AF=FC.

Somit ist das Dreieck FCE gleichschenklig.

Da DF Diagonale des Quadrates ADEF ist, gilt fir den
Winkel <« CFE im gleichschenkligen Dreieck FCE:

< CFE =45~

F

E

B

LX)
LI

A
Ia)

B

Far die Weiten der Basiswinkel in diesem gleichschenkligen Dreieck FCE gilt:

< ECF = «FEC = %-(180°—45°) -67,5°.

Damit ergibt sich fir den gesuchten Winkel o
o= <xCED=90°- «FEC =22,5"°.
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Aufgabe 3

Florian addiert zuerst sieben aufeinander folgende, danach acht aufeinander folgende
und schlieBlich neun aufeinander folgende positive ganze Zahlen. Er erzielt dabei drei-
mal das gleiche Ergebnis. Christina stellt fest: ,Das ist der kleinste Wert, den man so er-
halten kann!*

Welchen Wert hat Florian berechnet?

Lésung:
Florian hat den Wert 252 berechnet.

1. Beweisvorschlag:

Flr eine natirliche Zahl n sei S(n) die Summe der sieben aufeinanderfolgenden Zahlen,
die mit n beginnen. Also S(n) = n + (n+1) + (n+2) + (n+3) + (n+4) + (N+5) + (n+6).
SoistzB.S(9)=9+10+11+12+ 13 + 14 + 15 = 84.

Ebenso ist A(n) die Summe der acht aufeinanderfolgenden Zahlen, die mit n beginnen
und N(n) ist die Summe der neun aufeinanderfolgenden Zahlen, die mit n beginnen.

In folgender Tabelle wurden fir die ersten 33 Zahlen die Summen S(n), A(n) und N(n)
berechnet.

n 1 23| 4|5|6]|7 8 9 10 11 12 13 14 15 [ 16 | 17

S(n) |28 |35 (42 49 |56 | 63|70 | 77 | 84 | 91 98 | 105 | 112 | 119 | 126 | 133 | 140

A(n) | 36 |44 |52 |60 |68 | 76 | 84 | 92 | 100 | 108 | 116 | 124 | 132 | 140 | 148 | 156 | 164

N(n) | 45|54 |63 |72 |81 90|99 | 108 | 117 | 126 | 135 | 144 | 153 | 162 | 171 | 180 | 189

n 18 | 19 | 20 [ 21 | 22 | 23 [ 24 | 26 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 | 33

S(n) | 147 | 154 | 161 | 168 | 175 | 182 | 189 | 196 | 203 | 210 | 217 | 224 | 231 | 238 | 245 | 252

A(n) | 172 | 180 | 188 | 196 | 204 | 212 | 220 | 228 | 236 | 244 | 252 | 260 | 268 | 276 | 284 | 292

N(n) | 198 | 207 | 216 | 225 | 234 | 243 | 252 | 261 | 270 | 279 | 288 | 297 | 306 | 315 | 324 | 333

Laut Aufgabenstellung ist der kleinste Wert gesucht, der in allen drei Zeilen der Tabelle
auftaucht. Durch Vergleich der Zahlen in den drei Zeilen erkennt man, dass 252 die
kleinste Zahl ist, die in allen drei Zeilen vorkommt.

Somit hat Florian den Wert 252 berechnet.
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2. Beweisvorschlag:

Die sieben aufeinanderfolgenden Zahlen, die bei a beginnen, sind: a, a+1, a+2, a+3,
a+4, a+5, a+6. Diese sieben aufeinanderfolgenden Zahlen haben im Durchschnitt den
Wert a+3: a ist um 3 kleiner als a+3, a+6 um 3 gréBer als a+3, so dass der Mittelwert von
a und a+6 gerade a+3 ist. Genauso ist der Mittelwert von a+1 und a+5 genau a+3, wie
auch der Mittelwert von a+2 und a+4. In der folgenden Abbildung sind die Paare mar-
kiert, die durchschnittlich a+3 ergeben.

a a+1 a+2 a+3 a+4 a+5 a+6

a+3

a+3

a+3

Wenn der Durchschnitt der sieben Zahlen aber a+3 ist, so ist ihre Summe 7-(a+3):
a+(a+1) +... + (a+6) = (a+3)+(a+3)+(a+3)+(a+3)+(a+3)+(a+3)+(a+3)=7 (a+3). (1)

Die acht aufeinanderfolgenden Zahlen, die bei b beginnen sind b, b+1, b+2, b+3, b+4,
b+5, b+6, b+7. Genau wie oben kann man hier vier Paare bilden, die jeweils den Durch-
schnitt b+3,5 haben. Die Summe der acht Zahlen ist also

b+ (b+1) + ... + (b+7) = 8:(b+3,5) = 8:b+28 = 4 (2b+7). (2)

Die neun aufeinanderfolgenden Zahlen, die bei ¢ beginnen sind ¢, c+1, c+2, c+3, c+4,
c+5, ¢+6, c+7, c+8. Man kann sie in vier Paare einteilen, die den Durchschnitt c+4 ha-
ben, dazu kommt die mittlere Zahl c+4. Somit gilt flir die Summe der neun Zahlen:

C + (c+1) + (c+2) + (c+3) + (c+4) + (c+5) + (c+6) + (c+7) + (C+8) = 9 (c+4). (3)

Wenn eine Zahl x sich also als Summe von sieben aufeinanderfolgenden Zahlen darstel-
len lasst, so ist sie nach (1) durch 7 teilbar. Ist x zugleich auch Summe von acht aufein-
anderfolgenden Zahlen, so ist x nach (2) auf jeden Fall durch 4 teilbar. Ist x nun auch
Summe von neun aufeinanderfolgenden Zahlen, so ist x nach (3) durch 9 teilbar.

Da die Zahlen 7, 4 und 9 teilerfremd sind, also keine gemeinsamen Teiler haben, muss x
nun auch durch das Produkt 7 - 4 - 9 teilbar sein, wenn es durch jede dieser drei Zahlen
teilbar ist. Da 7 - 4 - 9 = 252 muss x also durch 252 teilbar sein. Die kleinstmdgliche Zahl
fir den gesuchten Wert x ist also 252.

Nun gilt aber

252 =736 =33+34 +35+36 + 37 +38 +39
252 =8315=28+29+30+31+32+33+34+35
252 =928=24+25+26+27 +28 +29 + 30+ 31 + 32

Somit ist 252 tatsachlich eine Zahl, die Summe von sieben, acht bzw. neuen aufeinan-
derfolgenden Zahlen ist.

Florian hat also den Wert 252 berechnet.
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Aufgabe 4

Gegeben ist ein Trapez ABCD mit den paralle-
len Seiten AB und CD.

Bestimme die Lage aller Punkte P im Inneren
dieses Trapezes, fir die die Dreiecke APD und
CPB den gleichen Fldacheninhalt haben.

Lésung:

Genau dann, wenn P auf der Verbindungsstrecke
der Mittelpunkte M, und M. der Seiten a = AB und D C C
¢ =CD des Trapezes liegt, haben die markierten

Dreiecke den gleichen Flacheninhalt.

1. Beweisvorschlag:

Voriiberlegungen:

(*) Da M, uns M. die Mittelpunkte der Seiten a und c¢ sind, sind die Grundseiten der Teil-
trapeze AM;M.D und M,BCM; gleich lang. Beide Trapeze haben auBerdem dieselbe
Hbhe (Abstand der Parallelen AB und CD). Daher haben die Teiltrapeze den gleichen
Flacheninhalt Ateirrrapez- ATeilrapez iSt die Halfte des Flacheninhalts des Trapezes ABCD.

(**) Die Dreiecke AM,P und M,BP stimmen in der Grundseitenlange AM, und M_B sowie

der zugehdrigen H6he Uberein und haben damit den gleichen Flacheninhalt. Das Gleiche
gilt analog fur die Dreiecke DPM; und CM.P.

1. Behauptung:
Wenn P auf MaMc liegt, dann sind die Flacheninhalte der Dreiecke APD und BCP gleich
groB.

Beweis der 1. Behauptung:

Aus den VorUberlegungen (*) und (**) folgt
Aa arD = AveiTrapez = Aa AMaP - Aa DPMc

= ArteilTrapez - AaMasp - Aa cmeP = AaBep.
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2. Behauptung:
Wenn die Flacheninhalte der Dreiecke APD und BCP gleich groB sind, dann liegt P auf
MaMc.

Beweis der 2. Behauptung:

Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und
zeigen, dass wenn P nicht auf MM liegt,
die Flacheninhalte der Dreiecke APD und
BCP nicht gleich groB sind.

Sei also angenommen der Punkt P liegt im P
Inneren des Trapezes ABCD, aber nicht

auf der Strecke MaM.. Ohne Beschrankung

der Allgemeinheit kbnnen wir annehmen,

dass P im ,rechten” Teiltrapez M,BCM, A
liegt. a

Die Parallele p zu AB durch P schneidet MM, in P’. Dann liegt P im Inneren des Drei-
ecks BCP’. Somit ist der Flacheninhalt des Dreiecks BCP kleiner als der Flacheninhalt
des Dreiecks BCP’.
Analog ist der Flacheninhalt von APD gr6Ber als der Flacheninhalt von AP’D.
Nach der 1. Behauptung sind aber die Flacheninhalte von AP’D und BCP’ gleich groB.
Zusammenfassend gilt also:

Axapp > ArapD = AxBcP > AaBeP.
Somit sind die Flacheninhalte der Dreiecke APD und BCP nicht gleich groB und die 2.
Behauptung ist bewiesen.

Variante zum Beweis der 2. Behauptung:
Sei P ein Punkt im Trapez mit Aa app = Aascp- Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit kbnnen wir annehmen,
dass P in der rechten Halfte des Trapezes liegt, ansons-
ten schlieBen wir analog.
Der Flacheninhalt des Flinfecks AM,PM.D lasst sich
dann auf zwei Arten zerlegen (s. Abb.):

(1) A amapmcp = Aaapp + Aa amar + Aa ppmc UN

(2) A amaPMcD = A AMaMcD + AmarMc = ATeiTrapez + A MaPMc A M

N
ot TEANG

Analog gilt fir das Flinfeck M;BCM.P:
(1*) A maBcmep = Aasep + Aamasp + Aa cmep UNd
(2%) A maBcmer = A amamed — AmaPMc = ATeilTrapez — A MaPMc

Aus (1) und (2) ergibt sich

(3) Aa arp + Aa AMaP + Aa DPMe = ATeilTrapez + A MaPMc,
ebenso folgt aus (1*) und (2%):

(3*) Aacp + AamaBr + A cMcP = ATeilTrapez — A MaPMc-

Wegen der Annahme AA APD = AA BCP und wegen AA AMaP = AA MaBP bzw.

Ax ppve = Aa omep (Vorlberlegung (**)) stimmen aber die linken Seiten der Gleichungen
(3) und (3*) Gberein. Folglich missen auch die rechten Seiten Ubereinstimmen, d.h.

A TeilTrapez + A MaPMc = ATeiITrapez -A MaPMc -

Daraus folgt: Auyapmc = 0.

Der Flacheninhalt des Dreiecks M,PM. kann aber nur verschwinden, wenn P auf MM,
liegt, so dass die 2. Behauptung bewiesen ist.
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2. Beweisvorschlag:

Variante fiir die Angabe der L6sungsmenge:
Die Lage der Punkte innerhalb des Trape-

zes kann auf ganz verschiedene Arten
beschrieben werden. Hier eine Variante:

Fall 1: Das Viereck ABCD ist ein Paralle-

logramm.
Dann haben die markierten Dreiecke ge-

nau dann denselben Flacheninhalt, wenn
P auf der Mittelparallelen mg, zu den Sei-

ten d und b liegt.

Fall 2: Das Viereck ABCD ist kein Paralle-

logramm.

Dann schneiden sich die Geraden AD und

BC im Punkt Q. Sei R der Diagonalen-
schnittpunkt des Trapezes ABCD.
Die markierten Dreiecke haben genau

dann denselben Flacheninhalt, wenn P im

Inneren des Trapezes auf der Geraden
QR liegt.

Beweis von Fall 1: In diesem Fall ist klar, dass die beiden Dreiecke gleichen Flachenin-
halt haben, da hier die beiden Dreiecke gleich lange Grundseiten d = b haben und gleich
lange zugehdrige Hohen. Umgekehrt wird wie in der 2. Behauptung des 1. Beweisvor-
schlags bewiesen, dass nur fir Punkte P auf der Mittelparallelen my, die Flacheninhalte

gleich sind.

Beweis von Fall 2:
Zun@chst gilt die Flachengleichheit der
Dreiecke APD und BCP fir den Diago-
nalschnittpunkt P = R:
Es ist Axarp = Ax aBD — As aBr UNd
Axcr = AsaBc — Aa ABR.
AuBerdem ist Ax asp = Ax aBc, da beide
Dreiecke die gleiche Grundseite a und
die gleiche zugehdérige H6he haben.
Somit f0|gt AA ArD = AABCR.
Insbesondere folgt nun aus dieser Fla-
chengleichheit
ANen _BMap 1y, MRa B (g

2 2 hgg d
Wir zeigen nun, dass fir jeden anderen
Punkt P auf QR ebenfalls die Flachen-
gleichheit AA APD = AA BCP gi|t.
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o pe g . R h h
Nach dem Strahlensatz gilt fir die jeweils parallelen Hohen: A =_F2 oder umge-

R,A R,B
. h h . . ., h h
schrieben A = _RA Auys (#) ergibt sich damit A _b_Tea
P.B R,B R,B d hF’,B
d-hps b-hog — o
Daraus folgt > 2= 5 = d.h. genau die Flachengleichheit Ax app = AaBcp-

Umgekehrt wird wie in der 2. Behauptung des 1. Beweisvorschlags durch Widerspruch
bewiesen, dass nur fir Punkte P auf der Mittelparallelen (Fall 1) bzw. auf der Geraden
QR (Fall2) die Flachengleichheit Ax app = Aascp gilt.
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Aufgabe 5

Ein gerader Schnitt zerlegt ein Dreieck ABC in zwei Teildreiecke, die zueinander dhnlich,
aber nicht kongruent sind.
Zeige: Das Dreieck ABC ist rechtwinklig.

Hinweis: Zwei Dreiecke heiBen zueinander dhnlich, wenn sie in ihren Innenwinkeln (bereinstim-
men.

Beweisvorschlag:

Nachdem der Schnitt ausgefihrt wurde liegen zwei Dreiecke vor, also musste der Schnitt
durch einen Eckpunkt gegangen sein, weil ansonsten ein Viereck zustande gekommen
ware.

Wir kénnen also ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass der Schnitt
durch den Eckpunkt C fihrt. In der folgenden Abbildung ist die entstehende Situation
dargestellt. Der Schnitt wurde entlang der Strecke CD ausgeflhrt.

C

A

Nach Aufgabenstellung ist Dreieck ADC &ahnlich zu Dreieck DBC. Der Innenwinkel 6,
von ADC muss also mit einem der drei Innenwinkel von DBC Gbereinstimmen. Fir 9,
gibt es drei Moglichkeiten:

1. Fall: §, =4,
2. Fall: 5, =f oder
3. Fall: 3, =7,.
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1.

Fall: 5, =3,

Da 9, +6, =180° folgt nun 9, =9, =90°. Der Innenwinkel y, von ADC muss mit einem
der beiden verbleibenden Innenwinkel von DBC, also mit vy, oder B Gibereinstimmen.

1.

2.

Unterfall: vy, =,

Dann haben die Dreiecke ADC und DBC zwei gleiche Winkel und eine gemeinsame
Seite CD. Nach dem Kongruenzsatz WSW sind die Dreiecke ADC und DBC also kon-
gruent. Nach Aufgabenstellung sollen die Teildreiecke aber nicht kongruent sein, es
ergibt sich in diesem Unterfall also ein Widerspruch.

. Unterfall: y, =

Aus dem Winkelsummensatz flir die beiden Teildreiecke folgt auch a =y, .

Aus 6, =90° folgt mit dem Winkelsummensatz flr das Dreieck ADC: y, =90°-o.
Folglichist y=7v,+7, =(90°-a)+a =90°.

Das Dreieck ABC ist also tatsachlich rechtwinklig.

Fall: 5, =B

Dann waren die Strecken DC und BC parallel, denn &; und B sind gleiche Stufenwinkel.
Das Dreieck DBC kann aber nicht zwei parallele Seiten haben. Somit liegt ein Wider-
spruch vor.

3.

Fall: 5, =7,

Dann waren die Strecken CB und AD parallel, denn &; und v, sind gleiche Wechselwin-
kel. Damit waren auch CB und BD parallel. Das Dreieck DBC kann aber nicht zwei paral-
lele Seiten haben. Somit liegt ein Widerspruch vor.

Von allen moglichen Fallen ist nur derjenige verblieben, in dem y=90° war, das Dreieck
ABC muss also rechtwinklig sein.
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Aufgabe 6

Bestimme alle natirlichen Zahlen a und b, fir die ;+ % + i =1 gilt.

Lésung:

Es gibt zwei Zahlenpaare ( a;b ), die L6sungen der Gleichung sind, ndmlich ( 3;5 ) und
(2;5).

1. Beweisvorschlag:

Sowohl a als auch b dirfen nicht 0 sein, da fur 0 der Term der linken Seite der Gleichung
nicht definiert ist.

Multipliziert man beide Seiten der gegebenen Gleichung mit ab, so erhalt man
b+a?+1=ab bzw. ab-b=a*+1 bzw. b(a-1)=a%+1

FlOr a = 1 ist die linke Seite der letzten Gleichung 0, die rechte Seite ist 2, also ergibt sich
ein Widerspruch. Folglich muss a # 1 gelten.

FlOr a # 1 kann man beide Seiten der Gleichung b (a — 1) = a2 + 1 durch a — 1 dividieren.
Dann ergibt sich

2 2 _ .
b:a +1 _a 1+1+1:(a 1) (a+1)+2=a+1+ 2 .

a-1  a-1 a—1 a—1

Da b eine natlrliche Zahl ist, muss 11 ebenfalls eine natlrliche Zahl sein.
a_

Also muss a — 1 ein Teiler von 2 sein. Es kann also a — 1 nur 1 oder 2 sein.

1. Moglichkeit: a—1 = 2.
a?+1 3% +1

Dannista=3und b= ,alsob =5.
a-1 3-1
2. Méglichkeit: a—1 =1.
2 2
Dannista =2 und b=a +1=2 +1,alsob=5.

a-1 2-1

Somit kommen flr ( a;b ) nur die beiden Lésungen ( 3;5 ) und ( 2;5) in Frage.

Durch Einsetzen in die in der Aufgabe gegebene Gleichung ;+%+i =1 ergibt sich,

dass sowohl ( 3;5) als auch ( 2;5) Lésungen der Aufgabe sind.

Variante zum 1. Beweisvorschlag:

a2

a-1"

Wie im 1. Beweisvorschlag erhdlt man a # 1 und b =

a?+1

a-1

Man untersucht also den Term

fir wachsende a > 1. Dies geschieht in der folgen-

den Tabelle:
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a 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5 5 5— 6,9 7,4 85 9- 10,25 11—

N a®+1
Es fallt auf, dass der Abstand des Terms

zu a + 1 fur wachsendes a kontinuierlich
kleiner wird. Dies kann man auch rechnerisch Uberprifen:

2 2 . 2 (a2 _
aal +11 _(a+1)= a+1_(a+l)(a-1) _(@™+1)-(@" -1 _ 2

a-1 a-1 a-1 a-1

2 .. . N ) . a®+1
Der Ausdruck —— wird immer kleiner flir wachsendes a, es néhert sich also an

a-1i a-—1

a+1an.

a% +1 a%+1

< a +2, also liegt
a—1 a—1
a®+1
a—1
dass nur noch a = 2 bzw. a = 3 Ubrig bleibt. Daraus ergeben sich die oben angegebenen
Lésungen.

zwischen den natlrlichen Zahlen

FlUr a > 3 ist hierbei

a+1und a+ 2. Somit kann fir a > 3 der Term keine naturliche Zahl sein, so

2. Beweisvorschlag:

Sowohl a als auch b durfen nicht 0 sein, da fir 0 der Term der linken Seite der Gleichung
nicht definiert ist.
Multipliziert man beide Seiten der gegebenen Gleichung mit ab, so erhalt man

b+a2+1=ab bzw. a?-ab+(b+1)=0.

Letztere Gleichung ist eine quadratische Gleichung in a. In Abhangigkeit von b ergeben

btb®-4(b+1) bxb*>-4b-4
2 2 '

Die Diskriminante b® —4b—4 = (b—2)? —8 muss eine Quadratzahl sein, wenn die Lésung
a eine natiirliche Zahl ergeben soll, also (b—2)? —8 = x?, fiir eine natirliche Zahl x = 1.
Daraus ergibt sich (0-2)>-x* =(b-2-x)(b—2+x)=8.

Man hat also 8 als Produkt von zwei ganzen Zahlen b—-2—x und b—-2+ x dargestellt.
Die Differenz dieser beiden Zahlen ist (b -2+ x)—(b—-2—-x) = 2x, also gerade.

Da b und x beide positiv sind, muss b—2+x >0 gelten, also missen die beiden Fakto-
ren b—2—-x und b—2+x positiv sein.

Aufgrund der méglichen Faktorisierungen von 8 als Produkt von zwei Zahlen ergibt sich

daraus, dass die beiden Faktoren 4 und 2 sind.
Somitgilt b—2-x=2 und b—-2+x=4. Daraus folgt x=1 und b = 5.

sich die Losungen a,, =

Also ist nur im Fall b = 5 die Diskriminante b® —4b—4 eine Quadratzahl, namlich 1.

Far b = 5 ergibt sich a,, =%, alsoa; =2und az = 3.

Wir erhalten also die beiden Lésungspaare ( 3;5) und ( 2;5) fir ( a;b ). Durch Einsetzen
in die in der Aufgabe gegebene Gleichung l+E+ib =1 ergibt sich, dass sowohl ( 3;5)

a b a
als auch ( 2;5) Lésungen der Aufgabe sind.
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