Landeswettbewerb Mathematik
Baden-Wiirttemberg

Musterlosungen 2. Runde 2012/2013

Aufgabe 1

Die Schiilerzahlen der Klassen 9a mit 20 Schiilern und 9b mit 25 Schdilern sollen
aneinander angeglichen werden. ,Prima*, sagt der Mathelehrer, ,das machen wir
doch so, dass sich in beiden Klassen der Durchschnitt der Mathenoten verbessert.*
In der 9a ist der Durchschnitt der Mathematiknoten 3,3. In der 9b haben je sechs
Schililer die Noten 1, 2, 3 bzw. 4 und ein Schiiler die Note 5.

Wie viele Méglichkeiten gibt es dann, aus den 25 Schiilern der 9b zwei oder drei fiir
den Wechsel in die 9a auszuwéhlen?

Lésung:
Es gibt 866 Mdglichkeiten.

Beweisvorschlag:

Behauptung 1:

Der Durchschnitt der Mathenoten in der 9b vor dem Wechsel betrdgt 2,6. Er
verbessert sich genau dann, wenn der Notendurchschnitt D der wechselnden
Schliler schlechter als 2,6 ist.

Gleichzeitig muss er besser als 3,3 sein, damit sich auch der Durchschnitt in der 9a
verbessert.

Insgesamt muss also 2,6 <D < 3,3 gelten.

Beweis der Behauptung 1:
Der Notendurchschnitt in der 9b vor dem Wechsel ist
6-1+6-2+6-3+6-4+5 65
Dalt,9b = T
25 25

2,6.

Nun wechseln m Schiler die Klasse. Wenn S die Summe der Noten der
wechselnden Schdler ist, so ist der neue Notendurchschnitt

_ 65— S
neu,9b 25 -m :
Dieser ist genau dann besser als der alte, wenn 65-S < 6 gilt.
25-m 25
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Durch Aquivalenzumformungen ergibt sich:
65-S <§
25-m 25
& (65-5)-25<65-(25-m)
< 65-25-5-25<65-25-65-m
& -S:25<-65'm
=S-25>65m

Dies bedeutet aber gerade, dass der Durchschnitt D =% der wechselnden Schiler

schlechter als der alte Durchschnitt g—g =2,6 ist.

In der 9a ist der Durchschnitt vor dem Wechsel 3,3. Wenn S, ,, die Summe der

i , , S
Noten in dieser Klasse bezeichnet, so gilt also D4, = % =3,3 bzw.

S,iea = 3,3-20 =66 . Nach dem Wechsel der m Schiiler mit Notensumme S ist der

neue Durchschnitt hierD = % Dieser ist genau dann besser als der alte,

neu,9a 20+
66+S < @ Analog zu obigen Umformungen ist diese Ungleichung

20+m 20

aquivalent zu D= % < g—g = 3,3. Somit ist Behauptung 1 bewiesen.

wenn

Behauptung 2:
a) Es gibt 15 Méglichkeiten, um 2 Schiiler aus 6 Schiilern auszuwé&hlen.
b) Es gibt 20 Méglichkeiten, um 3 Schiiler aus 6 Schiilern auszuwéhlen.

Beweis der Behauptung 2:

a) Man kann die 15 Méglichkeiten direkt angeben:

Sind A, B, C, D, E und F die 6 Schiler, so sind AB, AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE, BF,
CD, CE, CF, DE, DF und EF alle Méglichkeiten, ein Paar von zwei Schilern
auszuwahlen. Man beachte, dass es hierbei nicht auf die Reihenfolge ankommt: AD
und DA entspricht dem gleichen Paar, das aus den Schilern A und D besteht.

Hier die zugehdérige Rechnung die hinter den 15 Mdglichkeiten steht:

Flr den ersten Schiiler hat man 6 Mdglichkeiten zur Wabhl, fir den zweiten bleiben
noch 5 Mdéglichkeiten. Unter Berticksichtigung der Reihenfolge gibt es also 6-5 =30
Méglichkeiten. Es gibt aber jeweils zwei Mdglichkeiten, die beiden Schiler
anzuordnen, z.B. AD und DA. Je zwei der 30 Méglichkeiten gehéren also zum

gleichen Schulerpaar. Also gibt es 6—25 =15 Mdglichkeiten.
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b) Auch hier kann man alle 20 Mdglichkeiten direkt angeben: Diese sind
ABC, ABD, ABE, ABF, ACD, ACE, ACF, ADE, ADF, AEF, BCD, BCE, BCF, BDE,
BDF, BEF, CDE, CDF, CEF, DEF.

Auch hier die zugehérige Rechnung: Unter Berticksichtigung der Reihenfolge gibt es
hier 6-5-4 =120 Md&glichkeiten.
Nun muss man Uberlegen, wie viele dieser 120 Méglichkeiten jeweils zum gleichen
Trio von Schuilern gehdren. Zum Beispiel fir das Trio A, C und F gibt es sechs
mogliche Umordnungen: ACF, AFC, CAF, CFA, FAC und FCA. Analog ist dies fur
jedes andere Trio, denn fir Platz eins hat man 3 Mdglichkeiten, fir Platz zwei noch 2
Mdglichkeiten, der dritte und letzte Platz ist eindeutig. Fir jedes Trio gibt es also
3-2-1=6 Umordnungen. Je 6 der 120 Méglichkeiten gehdren also zum gleichen
Schlertrio.

6-5-4

Somit gibt es =20 Mdoglichkeiten, um 3 Schiiler aus 6 Schilern auszuwahlen

und Behauptung 2 ist bewiesen.

Far den weiteren Beweis betrachten wir nun die beiden mdglichen Félle:

1. Fall: Es wechseln drei Schiiler.
Nach Behauptung 1 gilt fir den Durchschnitt D =§ der drei wechselnden Schiler

2,6<D<3,3.Somitist 3-2,6=7,8<S<3-3,3=9,9. Da die Notensumme
ganzzahlig ist, folgt also 8 <S<9.

Die Notensumme S = 8 ergibt sich z.B., wenn zwei der wechselnden Schiler die
Note 2 haben, und einer die Note 4. Da es 15 Méglichkeiten gibt, um aus den 6
Schulern mit der Note 2 zwei Schiler auszuwéahlen (Behauptung 2a), und 6
Méglichkeiten, einen Schiiler mit der Note 4 auszuwéahlen, hat man fir diese
Notenkombination insgesamt 15-6 =90 Md&glichkeiten.

Die folgende Ubersicht zeigt alle méglichen Notenkombinationen mit den
Notensummen 8 und 9. An der systematischen Auflistung erkennt man, dass keine
Notenkombination fehlt. Zu jeder Méglichkeit wird die zugehdrige Anzahl der
Méglichkeiten bestimmt. Die fett geschriebene Zahl 15 ergibt sich dabei aus
Behauptung 2a. Die kursiv geschriebene Zahl 20 fir die Auswahl von drei Schilern
mit Note 3 ergibt sich aus Behauptung 2b.

Notensumme S =8 Notensumme S =9
Noten Zahl der Méglichkeiten | Noten Zahl der Méglichkeiten
1,2,5 6-6-1 = 36 1,3,5 6-6-1= 36
1,3,4 6:6-6 =216 1,4,4 6-15 = 90
2,2,4 15-6 = 90 2,2,5 15-1 = 15
2,3,3 6-15 = 90 2,3,4 6:-6-6 =216
3,8,3 20
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2. Fall: Es wechseln zwei Schiiler.
Nach Behauptung 1 gilt fir den Durchschnitt D =g der zwei wechselnden Schdler

26<D<3,3.Somitist 2-2,6 =5,2<S<2-3,3=6,6. Da die Notensumme
ganzzahlig ist, folgt S = 6.

Notensumme S =6

Noten Zahl der Méglichkeiten
1,5 6-1= 6
2,4 6-6 = 36
3,3 15

Addiert man alle Anzahlen, so ergibt sich 866.

Variante zu Behauptung 2:
Der Beweis wird klirzer, wenn man Binomialkoeffizienten kennt. Die folgende
allgemeinere Version von Behauptung 2 darf ohne Beweis verwendet werden:

Die Anzahl der Méglichkeiten, k Schiler aus n Schilern auszuwé&hlen, ist gleich dem
Binomialkoeffizienten

ny_ n!

k) (n—k)lk!’

Hierbeiistk!=1-2-3-...- (k—1) k.

6 | .5.4.3.2.
Somit gibt es (2]— 61 _6254321

= = =15 Madglichkeiten, zwei Schiiler aus
412! 4.3-2-1-21

20

6 | .5.4.3.2.
sechs Schilern auszuwéhlen. Und es gibt __6! _654321_
3) 3.3 3.2.1.83-21

Mbglichkeiten, um drei Schiiler aus sechs Schiilern auszuwéhlen.

Diese Formel findet sich in vielen Blchern oder Formelsammlungen, der
Vollstandigkeit halber hier eine Beweisskizze:

Um aus n Schiilern k Schiler unter Berticksichtigung der Reihenfolge auszuwahlen,
|

(n—k)!
ersten Schilers hat man n Mdglichkeiten, fir die Auswahl des zweiten Schilers nur
noch n—1 Mdglichkeiten, ..., und fir die Auswahl des k-ten Schilers
n—(k—-1)=n-k+1 Mdglichkeiten.

Da es aber nicht auf die Reihenfolge ankommt, sondern nur darauf, welche k Schiiler
ausgewahlt wurden, hat man auf diese Weise zu viele Méglichkeiten gezahlt.

Man kann k ausgewahlte Schiler auf k!=k-(k—1)-...-1 verschiedene Arten
umordnen. Also gehdren jeweils k! Méglichkeiten zur gleichen Auswahl von k
Schlern.

| |
Somit gibt es 0 n.k)l kl= 0 T()' i (E] Méglichkeiten fir die Auswahl von k

Schilern aus n Schilern.

gibtes n-(n—1)-...-(n-k+1)=

Méglichkeiten, denn flr die Auswahl des
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Aufgabe 2

Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist die Kathete
BC halb so lang wie die Kathete AB. Uber den
Seiten des Dreiecks ABC werden nach auBen b
Quadrate errichtet. Deren Diagonalenschnitt- C
punkte sind mit M;, M, und M, bezeichnet.

Berechne das Verhéltnis der Fldcheninhalte der A B
Dreiecke ABC und M;MyM_.

Loésung:
A(ABC) : AMMM;) = 4:9

1. Beweisvorschlag (Zerlegung des Dreiecks M.MyM_.):

Die Lote von den Diagonalenschnittpunkten M,

und M, auf die Katheten BC bzw. BA halbieren

diese Seiten in den Punkten L, bzw. L.. Da das

Dreieck ABC nach Voraussetzung bei B einen

rechten Winkel besitzt, sind diese Lote zu den M,
Katheten BA bzw. BC parallel, also Mittelparallelen

des Dreiecks ABC und halbieren folglich auch die
Hypotenuse AC im Punkt Lg.

Da das Lot vom Diagonalenschnittpunkt My auf die b ]

Hypotenuse AC diese Seite AC ebenfalls halbiert, A L B
zerlegen diese drei Lote das Dreieck MMM in
die drei Teildreiecke LoMcM,, LoMaMy und LoMpMc.

Sei a die Lange der Seite BC und b die Lange der M
Seite AC. Dann gilt nach Aufgabenstellung

AB=2a. 2a
Da M, und My, die Mittelpunkte der Kathetenquadrate sind, gilt auBerdem

[M,=L[B=L[ =2 und (M =LB=L[,-a. (")

w

a

Schritt 1: Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

1

Es ist A(ABC)_E-ﬁ-%=%-2a-a=a2.

Schritt 2: Flacheninhalt des Dreiecks LyM:M..

Nach (*) ist A(L,MM,) = % LM, LM =—--2a-2a= %az_
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Schritt 3: Flacheninhalt des Dreiecks L,M,M,.

Durch eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn um
Ly geht das Dreieck ALcLy in das Dreieck MpXLy,

liber, denn LM, =L A =% (vgl. (*)).

Hierbei liegt X auf der Geraden durch L, und M..
Die Strecke XMy, ist senkrecht zu dieser Geraden.
Nimmt man also LpM, als Grundseite des Dreiecks
LoMaMy, so ist XMy, die zugehdrige Héhe mit

XM, =AL_ =a.

Somit ergibt sich

ALMM,) = % LM, - XM, = % .

Schritt 4: Flacheninhalt des Dreiecks L,MyM..

Dreht man das Dreieck MpXL, um 180° um den
Mittelpunkt von MyLy, so erhalt man das Dreieck
MpLpY.

Hierbei liegt Y auf der Geraden durch L, und M.
Die Strecke YM, steht senkrecht zu dieser
Geraden. Nimmt man also LM, als Grundseite
des Dreiecks LoMpMc, so ist YM,, die zugehdrige

Hohe mit YM, = XL, =L L, :g (vgl. ().

Somit ergibt sich

]
ALMM,) = e

Schritt 5: Flacheninhalt des Dreiecks M.M,M..

Es ist AMMM,) = ALMM,)+ ALMM,) + ALMM,) = Za°

Somit ergibt sich fir das gesuchte Flachenverhaltnis:

2 92-1.9_4.9.

A(ABC): AMMM.) =a .

C
L a [
L, B
MC
a
2 Y
g C
L a [
L, B
MC
22+ 3a2 329
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2. Beweisvorschlag (Umfangswinkelsatz):
Wie in Beweisvorschlag 1 sei a=BC, somit 2a= AB.

Schritt 1: Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Es ist A(ABC):%-@-%:%-za-a:az.

Schritt 2: MpB steht senkrecht auf M,M..
Da das Dreieck ABC rechtwinklig mit rechtem
Winkel bei B ist, liegt B auf dem Thaleskreis
Uber AC. Zugleich ist aber auch ACM,
rechtwinklig, denn die Diagonalen im Quadrat M

stehen senkrecht aufeinander. =~

Daher liegt M, ebenfalls auf dem Thaleskreis / G \C
Uber AC, die Punkte ABCM, liegen auf einem

gemeinsamen Kreis. M
Nach dem Umfangswinkelsatz gilt
a = <«M,BA = «M,CA. Die Diagonalen im B
Quadrat halbieren aber die Winkel an den
Ecken, also a=<«M,CA =45° und

<ABM, = 45°. Somit M,
<M,BM, = «M,BA + <ABM, =90°.

Nach Schritt 2 ist MpB die zur Grundseite MM, gehérige H6he im Dreieck MaMpM..

Schritt 3: Berechnung der Lange der Grundseite M,M..
Die Strecken BM. und BM, sind beide halbe Diagonalen von Quadraten. Eine

Diagonale im Quadrat der Seitenlange a hat die Lange J2a. Somit ist
\/E(Za) N J2a =§\/§a.
2 2 2

MM, =MB+BM, =

Schritt 4: Berechnung der Lange der Hohe M,B.
Man fallt das Lot von A auf die Strecke MyB. Der
Punkt H sei der zugehdrige LotfuBpunkt. Die
beiden Winkel «AM,B und «ACB sind

Umfangswinkel zur Sehne AB, daher M,
B =<«AM,B = «ACB.

Die beiden rechtwinkligen Dreiecke AHM,, und <
ABC stimmen also auBer im rechten Winkel M
noch im Winkel B Gberein, sie sind also &hnlich. S ¢
Insbesondere A B

N 1 —

M,H=—-AH. 1
H=2 (1)

LWM 2012-2013, Lésungen 2. Runde Seite 7 von 13



Das Viereck AM;BH hat bei M, B und H einen rechten Winkel, es ist also ein
Rechteck. Da AM; und BM. halbe Diagonalen im Quadrat sind, sind diese Seiten
gleich lang und AM.BH ist folglich sogar ein Quadrat. Es gilt also

mzﬁzs—mzé.za@:a@ @)
Aus (1) und (2) folgt fir die Ho6he MyB:
M_bB:M_bI-I+@:%x/§a+\/§a=%\/§a.

Schritt 5: Berechnung des Flacheninhalts von Dreieck M.M,M..
Aus Schritt 3 und Schritt 4 folgt

1 —F— == 1 3 3 9
AMMM,)=—-MM_-MB=—->+2a-=+2a=-a°.
( a b C) 2 a ¢C b 2 2[ 2\/_ 4

Somit ergibt sich fir das gesuchte Flachenverhaltnis nach Schritt 1 und Schritt 5:

A(ABC) : AMMM.) = 2 :%a2 —1:2_4.9.

4
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Aufgabe 3

Die Zahl n ist das Produkt zweier verschiedener Primzahlen.
Wie viele verschiedene Lésungspaare (X,y) positiver ganzer Zahlen x undy hat die

Gleichung n®+x*=y? ?

Lésung:
1. Fall: n gerade. Dann gibt es genau vier Lésungspaare.
2. Fall: n ungerade. Dann gibt es genau acht Lésungspaare.

1. Beweisvorschlag:
Die vorgegebene Gleichung ist aquivalent zu n = y2 —x?, also zu

n®=(y—x)-(y +x). (*)
Nach (*) ergibt sich also aus einem Lésungspaar (x,y) der vorgegebenen Gleichung
eine Zerlegung von n® in ein Produkt von zwei Teilern y—x und y + x, wobei
y —Xx <y+x . Die Summe der beiden Teiler (y —x)+(y + x) =2y ist gerade, die
beiden Faktoren y —x und y + x haben also die gleiche Paritat, d.h. sie sind beide
gerade oder beide ungerade. Die Werte der beiden Faktoren y —x und y + x

bestimmen das Lésungspaar (x,y) eindeutig.
Zu jedem Ldsungspaar (x,y) der vorgegebenen Gleichung gehért also eineindeutig

eine Zerlegung von n® der Form n® =s-t, wobei s <t und s und t gleiche Paritat
haben.

Umgekehrt ergibt sich aus jeder Zerlegung n® =s-t mit gleicher Paritat von s und t
und s <t genau ein Lésungspaar(x,y) der vorgegebenen Gleichung:

s=y-xundt=y+x = t-s=2x und t+s=2y = x:t_TS und y:HTS_

Die Anzahl der Lésungspaare (x,y) ist also genauso groB wie die Anzahl der Zerle-
gungen der Form n® =s-t, wobei s und t gleiche Paritat haben und s < t gilt. (**)

Man muss die Anzahl der Zerlegungen von n® mit der Eigenschaft (**) bestimmen.
Es sei n = p-q mit voneinander verschiedenen Primzahlen p und g und mit p < q.

Alle Teiler von n® = p®g® haben die Form p?g°® (0 <a,b <3). Dies sind also insgesamt
16 verschiedene Teiler. Da n® keine Quadratzahl ist und somit nicht als Produkt von
gleichen Faktoren geschrieben werden kann, gibt es 8 Méglichkeiten n® = p°q® als
Produkt von zwei Teilern zu schreiben, bei denen der erste Faktor der kleinere ist:

p°q® = (1) - (p°a®) (1
0°F® = (p)- (°c’) (1)
p°® = (p?)- (pq’) (1)
p’a’ = (p°)-(a°) (IV)
p’q’ =(9)- (p°q°) (V)
p’a’ = (pa) - (p*q°) (V1)
p°q® = (p°q) - (pe?) (Vi
p°d’ = (p°a) - (o¥) (wenn p® < q) oder p°q® = (qf)- (p°q) (wenn q<p?) (Vi)
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Somit sind alle Zerlegungen von n® =s-t mit s <t gefunden. Wegen (**) muss fiir die
Anzahl der Lésungspaare noch untersucht werden, in welchen dieser 8 Zerlegungen
die Paritat von s und t gleich ist.

1. Fall: nist gerade, d.h. p = 2.

In diesem Fall missen bei gleicher Paritat von s und t auch s und t beide gerade
sein. Dies ist nur bei den Zerlegungen (ll), (lIl), (VI) und (VII) der Fall, nur in ihnen
kommt in beiden Faktoren p = 2 vor. Es gibt also nach (**) vier Losungspaare (x,y).

2. Fall: n ist ungerade, d.h. g > p > 2 und p und q ungerade.
In diesem Fall sind in allen acht Zerlegungen (I)-(VIll) beide Faktoren ungerade,
haben also gleiche Paritat. Nach (**) gibt es also acht Lésungspaare.

2. Beweisvorschlag:
Die vorgegebene Gleichung ist aquivalent zu n® = y2 —x2, also zu

N’ =(y—x)-(y+x).

Es sei n = p-q mit voneinander verschiedenen Primzahlen p < g. An der
Primfaktordarstellung n® =p®q® erkennt man, dass n® genau 16 verschiedene Teiler
besitzt, denn man kanng’ede der vier Potenzen 1, p, p?und p® mit jeder der vier
Potenzen 1, g, o und g° multiplizieren, um einen Teiler von n® zu bekommen. Wegen
der Eindeutigkeit der Primfaktordarstellung sind alle diese 16 Teiler voneinander

verschieden. Sie haben alle die Form p?g°® (0<a,b<3).

Die Gleichung n® = (y —x)-(y + x) gilt genau dann, wenn die Faktoren (y —x) und
(y +x) zwei dieser Teiler sind, deren Produkt gerade n® ergibt. Und natirlich muss
y+X >y —x sein, da x positiv sein soll.

Nun ordnet man die Teiler von n® der GréBe nach. Die Teiler seien also mit t1 bis t1g

bezeichnet und es gelte

1=ti<te<..<tis= n3.

Dann gibt es genau acht Paare von Teilern, deren Produkt jeweils n® ergibt, wenn der
erste dieser Teiler kleiner als der zweite sein soll:

litig=totis=... =tgtg = n3.

Begriindung: Wenn t ein Teiler von n® ist, dann gibt es eine natiirliche Zahl k mit
3
n® = t-k. Das heiBt aber, dass k = nT selbst ein Teiler von n® ist. k wird offenbar

kleiner, wenn t gréBer wird. Daher durchlauft k die Teiler in umgekehrter Reihenfolge,
wenn t die Teiler der Reihe nach von ty bis tig durchlauft.

Die acht Paare von Teilern mit Produkt n® sind also (t,,t,s) = (10°0%), (to.t;s),
(tstis), (tosts)s - (tets) . Sie haben also alle die Form (t,t,,.) (1<i<8).
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Ein Paar (x,y) ist somit genau dann ein Lésungspaar der vorgegebenen Gleichung,
wenn fUr eine natlrliche Zahli (i = 1,...,8) gilt:
y—-x=t und y+x=t,,.

Addiert man die beiden Gleichungen so ergibt sich 2y =t,, . + 1. Subtrahiert man die
erste von der zweiten Gleichung, so ergibt sich 2x =t,, , —t,

Somit erhalt man

t17—i _ti und y= t17—i2+ ti )

Die acht Differenzen t,,, —t, sind alle voneinander verschieden, denn offenbar ist
te—t, >t —1,>...>t;, —1t;. Also erhalt man acht verschiedene Werte fir x, d.h.
auch acht verschiedene Paare (x,y).

Allerdings ist noch zu untersuchen, ob diese Lésungen alle ganzzahlig sind.

1. Fall: n sei gerade.
In diesem Fall n=2q. Es gibt acht Méglichkeiten, die Zahl n® = 89> als Produkt aus

zwei Faktoren darzustellen:
n=1-89°=2-49°=4-2q°=8-9=q-89°=2q-49° =4q - 2¢° = 8q - ¢*.

(Man beachte, dass im letzten Produkt der zweite Faktor g° nicht unbedingt gréBer
als der erste Faktor 8q ist. Dies ist erstab g>11 der Fall. In allen anderen

Produkten ist der zweite Faktor allerdings der gr6Bere, und zwar wegen q > 2.)
In dieser Darstellung ist leicht zu erkennen, dass vier der acht Differenzen t,, -1,

jeweils aus einer geraden und einer ungeraden Zahl bestehen, namlich 8qg° -1,

9’ -8, 80° —q und g° -8q (bzw. 8g- 7, falls 8q der groBere Faktor ist). Also sind
diese Differenzen ungerade, so dass die zugehdrigen Losungspaare nicht ganzzahlig
sind. Die anderen vier Differenzen (49° -2,2q° — 4,49° — 29 und 2g° - 4q) und die
entsprechenden Summen sind gerade. Man erhalt also genau vier Lésungspaare.

2. Fall: n sei ungerade.
In diesem Fall sind auch alle Teiler von n® ungerade, also sind alle Differenzen

t,,,—t undalle Summen t,, +t gerade, und alle Lésungen sind ganzzahlig. Es
ergeben sich acht Lésungspaare.

LWM 2012-2013, Lésungen 2. Runde Seite 11 von 13



Aufgabe 4

Im gleichschenkligen Dreieck ABC mit Basis AB wird auf den Seiten AC und BC je
ein Punkt E bzw. F so gewéhlt, dass der Umfang des Dreiecks EFC die Ldnge

AC +CB hat.

Welche Punkte P im Innern des Dreiecks ABC kénnen auf einer solchen Strecke EF
liegen?

Lésung: C
Sei M der Schnittpunkt der Orthogonalen zu AC und BF

durch A bzw. B und sei b der Kreisbogen des Kreises um

M durch A und B, der innerhalb des Dreiecks ABC liegt.

Dann liegen alle gesuchten Punkte P im Inneren der
Flache S, die von AC, BC und b begrenzt wird, oder auf b
selbst (mit Ausnahme von A und B).

Durch alle Punkte P in S oder auf b geht also mindestens b

eine Strecke EF, so dass der Umfang von EFC die Lange

AC +CB hat. Firr alle anderen Punkte innerhalb des AS= B
Dreiecks, das sind also die Punkte, die innerhalb des \I\'/I//

Kreisabschnitts liegen, der durch b und die Sehne AB
begrenzt wird, gibt es keine solche Strecke EF.

Beweisvorschlag:

Fall 1: P liegt auf b (ohne A und B).

Seien in diesem Fall E und F die Schnittpunkte der
Tangente durch P an den Kreisbogen mit den Seiten
AC bzw. BC.

Der Punkt F liegt somit auf einer Tangente an den
Kreisbogen b mit Berlhrpunkt P. Man nennt FP
daher einen Tangentenabschnitt von F an b. Die
Strecke FB ist ebenfalls ein Tangentenabschnitt vom
gleichen Punkt F an denselben Kreis.

Behauptung:
Zwei Tangentenabschnitte vom gleichen Punkt an
den gleichen Kreis sind gleich lang.

Beweis der Behauptung:

Wir beweisen die Behauptung flr die Tangentenabschnitte FP und FB, es ist aber
offensichtlich, dass der Beweis allgemein gilt.

Da P und B auf dem Kreis b um M liegen, ist das Dreieck BPM gleichschenklig. somit
sind die Basiswinkel <PBM und «<MPB gleich weit. Da MB ein Radius des Kreises
ist und FB ein Tangentenabschnitt, stehen FB und MB senkrecht aufeinander.
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Folglich «<FBP =90° - <«PBM. Analog «BPF =90° - «MPB. Somit «FBP = «<FPB

und das Dreieck PBF ist gleichschenklig. Es folgt FP =FB, damit ist Behauptung 1
gezeigt.

Aus der Behauptung folgt EA =EP und FB=FP.
Somit ist der Umfang des Dreiecks EFC:

U, erc —EF+FC+CE=EP+PF+FC+CE=AE+BF+FC+CE
- (AE+EC)+ (CF +FB) = AC + CB.
Damit erfullt das Dreieck EFC die geforderte Eigenschaft.

Fall 2: P liegt im Inneren von S.

Da P auBerhalb des Kreises k liegt, auf
dem sich der Kreisbogen b befindet, gibt
es von P zwei Tangenten an diesen
Kreis k: Der Thaleskreis tGber der
Strecke MP schneidet den Kreis k in
genau zwei BerUhrpunkten P4 und P-.

Diese Berthrpunkte liegen aber sogar
auf dem Kreisbogen b: die Tangente
(AC) wird durch eine Drehung um M in
die Tangente (P1P) Uberflhrt. Somit
liegen Py und P auf derselben Seite
bezlglich (AC) und analog bezliglich
(BC). Falls also P im Dreieck ABC liegt,
so liegen auch Py und P, im Dreieck
ABC.

Die Punkte Py und P; erflillen also die Voraussetzungen von Fall 1. Fur die

Schnittpunkte E und Fy der Tangente an b in Py gilt nach Fall 1 U,. .. = AC+CB.

Der Punkt P liegt also auf einer Strecke E1F, die die in der Aufgabe geforderte
Bedingung erflllt (eine zweite solche Strecke ware ExF»).

Fall 3: P liegt innerhalb des Kreisabschnitts, der durch den Kreisbogen b und die
Seite AB begrenzt wird.

Zu jeder Geraden g durch P, die AC in E und BC C

in F schneidet, gibt es genau eine Parallele g1, die
eine Tangente an b ist. Diese schneide AC in E
und BC in F;.

Die Dreiecke EFC und E{F+C sind ahnlich mit

EC>E,C, FC>F.C und EF>EF,.
Damit gilt U,crs > U, = AC+CB (nach Fall 1).

Also kann P nicht auf einer Strecke EF mit der
geforderten Eigenschaft liegen.
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