Landeswettbewerb Mathematik

Baden-Wirttemberg
Musterlésungen 1. Runde 2013/2014

Aufgabe 1

Wolfgang will die Zahlen 1, 2, 3, ..., 8 an die Ecken eines Acht-
ecks schreiben und jede Zahl einmal verwenden. Dabei soll die
Summe von je zwei Zahlen, die an benachbarten Ecken stehen,
eine Primzahl sein.

Welche Mdéglichkeiten hat Wolfgang, das Achteck so zu be-
schriften?

Lésung:

Wolfgang hat die folgenden beiden M&glichkeiten, wenn er einmal im Uhrzeigersinn das
Achteck umlauft und bei 3 startet und endet: 3-8-5-6-7-4-1-2-3 oder 3-8-5-2-1-6-7-4-3.
Zusatzlich gibt es jeweils auch die umgekehrte Reihenfolge 3-2-1-4-7-6-5-8-3 bzw.
3-4-7-6-1-2-5-8-3.

Beweisvorschlag:

Aus einer Summentabelle kann man ablesen, welche Zahlen benachbart sein kénnen:
+ 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 6 7 8 9 10 11 12 13
6 7 8 9 10 11 12 13 14
7 8 9 10 11 12 13 14 15
8 9 10 11 12 13 14 15 16

Die Primzahlen sind in der Tabelle fett markiert.

Der Zeile far 7 entnimmt man, dass nur 7+4 und 7+6 eine Primzahl ist. Also kann die 7
nur neben der 4 bzw. neben der 6 stehen. Es gilt also:

(*) Die 7 muss zwischen 4 und 6 stehen.

(**) Analog muss die 8 zwischen 3 und 5 stehen.

Wegen (**) gibt es also an den Ecken des Achtecks im Uhrzeigersinn die Abfolge 3-8-5
oder die Abfolge 5-8-3. Da wir spater die umgekehrte Reihenfolge betrachten, kbnnen
wir annehmen, dass die Abfolge 3-8-5 ist.

Aus der Tabelle ergibt sich, dass auf 5 nur 2, 6 oder 8 folgen kann. Da die 8 schon ver-
wendet ist, gibt es also zwei Félle: Entweder folgt 6 oder 2.
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Fall 1: Auf 3-8-5 folgt 6, also 3-8-5-6. Da nach (*) 7 zwischen 4 und 6 stehen muss,
muss nun 7 und dann 4 folgen. Wir haben also 3-8-5-6-7-4. Auf 4 kann aber nur 1, 3
oder 7 folgen, wobei 3 und 7 schon verwendet sind. Es muss also 1 folgen, wonach nur
noch 2 Gbrig bleibt. Insgesamt ergibt sich also 3-8-5-6-7-4-1-2-3.

Da auch die Summe am Ende (2+3=5) eine Primzahl ist, sind alle Bedingungen fir die
Beschriftung des Achtecks erfullt.

Fall 2: Auf 3-8-5 folgt 2, also 3-8-5-2. Neben der 2 kann nun 1, 3 oder 5 stehen. Da 3
und 5 schon verwendet sind, muss nun 1 folgen. Nach der 1 kann man mit 2, 4 oder 6
fortfahren. Da 2 bereits verwendet ist, muss 4 oder 6 folgen.

Fall 2a: Die Abfolge ist 3-8-5-2-1-6. Da nach (*) 7 zwischen 4 und 6 stehen muss, ergibt
sich die Abfolge 3-8-5-2-1-6-7-4-3.
Auch hier sind alle Bedingungen erflllt, es ist also eine zweite Mdglichkeit.

Fall 2b: Die Abfolge ist 3-8-5-2-1-4. Da nach (*) 7 zwischen 4 und 6 stehen muss, muss
nun unbedingt die 7 folgen, dann die 6. Damit sind alle Zahlen verwendet. Somit ergibt
sich 3-8-5-2-1-4-7-6-3. Dies ist aber keine korrekte Lésung, da 6+3=9 keine Primzahl ist.
Somit tritt dieser Fall nicht ein.

Den Lésungsweg kann man kurz in einem Baumdiagramm veranschaulichen:

6 — 7 4 1 2 — 3
3—8—5< .
2—1<

6 4 — 3
4 7 61’1,

Beginnt die Abfolge mit 5-8-3 beim Umlauf im Uhrzeigersinn, so entsteht daraus die Ab-
folge 3-8-5 beim Umlauf entgegen dem Uhrzeigersinn. Nach dem obenstehenden Be-
weis muss die Abfolge entgegen dem Uhrzeigersinn also 3-8-5-6-7-4-1-2-3 oder 3-8-5-2-
1-6-7-4-3 sein. Im Uhrzeigersinn ergibt sich also die umgekehrte Abfolge 3-4-7-6-1-2-5-
8-3 bzw. 3-2-1-4-7-6-5-8-3.
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Aufgabe 2

Die nebenstehende Figur besteht aus einem Quadrat und zwei
gleichseitigen Dreiecken.
Liegen die drei fett markierten Punkte auf einer Geraden?

Loésung:

Die drei fett markierten Punkte liegen auf einer Geraden.

Vorbemerkung:

Zur Formulierung der Beweise bezeichnen wir die Ecken des Quadrates mit A, B, C und
D, die Ecke des gleichseitigen Dreiecks im Innern des Quadrates mit E, die Ecke des
gleichseitigen Dreiecks auBerhalb des Quadrats mit F.

1. Beweisvorschlag (Winkel DEF ist ein gestreckter Winkel):

Weil die Dreiecke ABE und CBF gleichseitig D C

sind, haben alle ihre Innenwinkel die Weite 60°. SsAE
Da die Innenwinkel im Quadrat 90 ° betragen, 50°

ergibt sich <« EAD =90°-60°=30°, F

Da alle gegebenen Strecken gleich lang sind, ist 30 0
insbesondere das Dreieck AED gleichschenklig 60
mit Basis DE. A B

60°

Aus dem Spitzenwinkel < EAD = 30° berechnet man die Weite des Basiswinkels DEA zu
+DEA = M _75°

Auch das Dreieck BFE ist gleichschenklig. Die Weite seines Spitzenwinkels ist <« FBE =
(90°-60°) + 60°=90°. Die Weite des Basiswinkels BEF ist also < BEF = 45°.

Somit ergibt sich «« DEF = « DEA + <« AEB + <« BEF =75°+ 60°+ 45°=180°.

Somit ist der Winkel DEF ein gestreckter Winkel und die Punkte D, E und F liegen auf
einer Geraden.

2. Beweisvorschlag (die Winkel EDC und FDC sind gleich weit):

Nach Konstruktion ist das Dreieck CDF gleich- D c

schenklig mit Spitzenwinkel 75 159 \150

% DCF = < DCB + <« BCF = 90°+ 60° = 150°, v S

Also gilt fir den Basiswinkel FDC: F
<FDC=M=15? 30

Das Dreieck AED ist gleichschenklig mit Basis DE
und Spitzenwinkel <« EAD = 90°-60°= 30°.
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Hieraus berechnet man den Basiswinkel im Dreieck AED zu

< ADE = M - 75°. Es folgt < EDC = < ADC — < ADE = 90°— 75°= 15°.

Es ist also tatsachlich « EDC = <« FDC. Somit liegen die Punkte D, E und F auf einer
Geraden.

3. Beweisvorschlag (mit Ahnlichkeit):
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit hat jede Quadratseite die Lange 1. Die Lange
einer H6he im gleichseitigen Dreieck werde mit h bezeichnet.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt im recht- 14h

2 < >
winkligen Dreieck EAH 12—h2:(%j oder —g S K
E 1
1 2 2
1-h)-(1+h)==| .
(1=h)-(1+h)=(3) —
h
Dies ist aquivalent zu (1—h):% % (1+h).
A H B

Das bedeutet, dass die Langen der Katheten in den Dreiecken DEG und DFK im glei-
chen Verhaltnis stehen. Folglich sind diese beiden Dreiecke &hnlich.
Deshalb sind die Winkel < EDG und <« FDK gleich weit und E liegt auf der Geraden AF.

4. Beweisvorschlag (mit Koordinatensystem):

Wir legen Gber die Figur ein Koordina- DO1) 1 ci)
tensystem, so dass die Ecken des 2 1.8 [
Quadrates die Koordinaten A(0|0), E(LE

B(1]0), C(1]|1) und D(0|1) haben.
Im gleichseitigen Dreieck mit Seitenlan-

4 h h 1+ 13)
ge a hat die H6he die Lange ——a, denn
2 2
2) ih=a?=h= ae—a—:ﬁa. A(0]0) B(110)
2 4 2

Somit haben die Punkte E und F die Koordinaten E(1 £) und F(1+J_ ;)

2'2
Die Gerade DE hat die Steigung — 1—7 5= —(2—\/5) =+/3 -2, somit die Gleichung

y= (v3-2)-x+1. Der Punkt F(xg|yg) = F(1 +§|%) liegt auf dieser Geraden, denn

(J§—2)-xF+1:(J§—2){1+§J 1:J§—2+%—J§+1:—%+1:%:yF.

Somit liegen die drei Punkte auf einer Geraden.
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Aufgabe 3

Josef addiert zwei zuféllig ausgewéhlte dreistellige Zahlen.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es dabei mindestens einen Ubertrag?

Loésung:

Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen Ubertrag ist % =~ 86,6%.

1. Beweisvorschlag (liber Gegenereignis):

Wenn es nicht mindestens einen Ubertrag gibt, so gibt es keinen einzigen Ubertrag —
weder an der Einerstelle, noch an der Zehnerstelle oder der Hunderterstelle.

Wir stellen uns dazu vor, dass Josef die beiden dreistelligen Zahlen Gbereinander
schreibt, es gibt also eine obere Zahl (OZ) und eine untere Zahl (UZ).

Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubertrag bei der Einerziffer

FUr die Einerziffern der beiden dreistelligen Zahlen, die Josef addiert, gibt es je 10 Mdg-
lichkeiten, namlich jeweils die Ziffern 0,1,...,9. Insgesamt gibt es also 10-10=100 Md&g-
lichkeiten. Es entsteht kein Ubertrag, wenn die Summe der Einerziffern der oberen und
der unteren Zahl kleinergleich 9 ist.

Far welche Einerziffern dies der Fall ist, ergibt sich aus der folgenden Tabelle fir die Ei-
nerziffern:

0z—
Uz\ll0123456789
0 |kU|[kU|kU|kU|kU|KU|KU]|KU]|KU]KkU
1 kU | kU | kU | kU | kU | kO | kO | kO | kO
2 |kU|kU|kO|kO|kO|kU|kU|kU
3 |kU|[kU|kU|kU|kU|kU]|kU
4 |kU|[kO|kO|kU|kU|KU
5 |kU|kU|kU]|kU]|kU
6 |kU|kU|kU|kU
7 |kU|kU | kU
8 |kU|[kU
9 |kU

In 10+9+8+7+6+5+4+3+2+1 = 55 der 100 Méglichkeiten gibt es also keinen Ubertrag.

Die Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubertrag ist also > 1

100 20
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Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubertrag bei der Zehnerziffer unter der Vorausset-
zung, dass es keinen Ubertrag bei der Einerziffer gibt

Wenn es keinen Ubertrag bei der Einerziffer gibt, so ist die Situation bei der Zehnerziffer

vollig analog wie bei der Einerziffer. Es gibt also 100 Mdglichkeiten flr die beiden Zeh-

nerziffern, in 55 dieser 100 Méglichkeiten gibt es keinen Ubertrag bei der Zehnerziffer.
55 11

Die Wahrscheinlichkeit fir keinen Ubertrag ist also wieder 100" 20°

Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubertrag bei der Hunderterziffer unter der Voraus-
setzung, dass es keinen Ubertrag bei der Zehnerziffer gibt

Far die Hunderterziffer ist die ,0 nicht erlaubt, da die beiden Zahlen, die Josef addiert,
dreistellig sein sollen. Es gibt hier also nur noch 9 Ziffern, somit also nur 9-9 = 81 Még-
lichkeiten. Die Tabelle fiir die Hunderterziffer sieht also so aus, wenn es keinen Ubertrag
bei der Zehnerziffer gibt:

oz—>
o 1/2|3/4|5|6|7[8]|9
1 | kU|kU|kU|kU | kU |kU |kU | kU
2 | kU |kU|[kU|KU|kU|kU|KU
3 |kU|kU|kU|kU|kU|KkU
4 |kU|kO|kO|kO|kO
5 |kU|kU]|kO|kO
6 |kU|kO|kO
7 |kO|kO
8 |kU
9

In 8+7+6+5+4+3+2+1 = 36 der 81 Mdglichkeiten gibt es keinen Ubertrag.

Die Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubertrag ist also hier % = i

9

Das Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten hat somit folgende Gestalt:
Hunderterziffer ~ Die Wahrscheinlichkeit far

Zehnerziffer keinen einzigen Ubertrag
o ist also nach Pfadre-
Einerziffer 4 ) 11 11 4 121
9 kU gel— - ——=——.
" <0 < 20 20 9 900
20 U
kU Die Wahrscheinlichkeit ftir
) ) mindestens einen Ubertrag
U ist demnach
S 779 g6 6%.
900 900
g
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2. Beweisvorschlag (mit verkiirztem Baumdiagramm):

Wenn es mindestens einen Ubertrag gibt, so gibt es die folgenden drei Falle:

Fall A: Es gibt einen Ubertrag bei den Einerziffern.

Fall B: Es gibt keinen Ubertrag bei den Einerziffern, aber einen Ubertrag bei den Zeh-

nerziffern.

Fall C: Es gibt keinen Ubertrag bei den Einerziffern und den Zehnerziffern, aber einen

Ubertrag bei den Hunderterziffern.

Das zugehdérige Baumdiagramm mit Wahrscheinlichkeiten wie im 1.

folgende Gestalt:

Beweisvorschlag

Hunderterziffer

Zehnerziffer
Einerziffer l l
4 .
9 kU
u KU <
20 ..
. 5 U<——FallC
kU o

9 ..
20 U<t—FalB

U €«<—FalA

Fall A hat die Wahr-
scheinlichkeit

11 _ 9

20 20’
Fall B hat nach
Pfadregel die Wahr-
scheinlichkeit
1.9 99
20 20 400’
Fall C die Wahr-
scheinlichkeit
11 11 5 121

Die Falle A, B und C schlieBen sich gegenseitig aus, die Gesamtwahrscheinlichkeit ftr
mindestens einen Ubertrag ist also die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die drei Fal-

9 99 121 779
le: —+ =

+ = :
20 400 720 900

3. Beweisvorschlag (mit vollem Baumdiagramm):

Das volle Baumdiagramm fiir Ubertrage hat folgende Gestal:

Hunderterziffer

Zehnerziffer

Einerziffer

kU
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In diesem Baumdiagramm kommen zwei Wahrscheinlichkeiten vor, die in den vorigen
Beweisvorschlagen noch nicht berechnet wurden:

1) Wahrscheinlichkeit fir einen Ubertrag der Zehnerziffern unter der Voraussetzung,
dass es einen Ubertrag der Einerziffern gibt und

2) Wahrscheinlichkeit eines Ubertrags der Hunderterziffern unter der Voraussetzung,
dass es einen Ubertrag der Zehnerziffern gibt.

Diese beiden Wahrscheinlichkeiten werden wie folgt berechnet:

1) Tabelle fir den Ubertrag der Zehnerziffer,
unter der Voraussetzung dass es einen Uber-
trag der Einerziffer gibt:

2) Tabelle fir den Ubertrag der Hunderterzit-
fer, unter der Voraussetzung dass es einen
Ubertrag der Zehnerziffer gibt:

U

ulu

G CC

G CiCcCC

G CGCCcCCc C

GGG CcCCcCIcC C
GG CCic C
GGG CcCCcCcy ©

u
uju
ujuju

coooslmm.hwm-nNﬁ

GG CC

G CcCiCcCC

G GCGCcCiCcC C

GG CCICcCC
GG CCic C
(et Y I Yt B . Y et Y I Y - <)
G QGO CcCCcCcy ©

ulu

coooxlmm.hwn-noNﬁ

ujujujujujuju|u

C
cC

Wabhrscheinlichkeit fir Ubertrag der Zehnerzif-
fer, unter der Voraussetzung dass es einen
55 11

100 20°
Wahrscheinlichkeit fiir keinen Uber-
11 9

trag:1— =3
491750 " 20

Ubertrag der Einerziffer gibt:

Wahrscheinlichkeit fir einen Ubertrag der
Hunderterziffer, unter der Voraussetzung dass

es einen Ubertrag der Zehnerziffer gibt: %

Wabhrscheinlichkeit fiir keinen Uber-
53 28

tragi1l-—=—.

81 81

Damit sind alle Wahrscheinlichkeiten im obigen Baumdiagramm berechnet.

Alle fett markierten Pfade im Baumdiagramm enthalten mindestens einen Ubertrag. Die
Summe der Wahrscheinlichkeiten ist also nach der Pfadregel:

11 11 5 11

9 28 11

20 20 81
Dies war zu zeigen.

9 583 9 94 9 95 9

20 20 9 20 20 9 20 20 81

1128 9 11 63 779
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Aufgabe 4 \
g A D

Ein Kreis berlhrt die Parallelen g und h in den

Punkten A und B. Zwei Verbindungsstrecken P

AC und BD der Parallelen schneiden sich auf

dem Kreis im Punkt P.

Zeige: Die Kreistangente durch P halbiert die

Strecken AD und BC. B \ C

1. Beweisvorschlag (mit Tangentenabschnitten):

Sei E der Schnittpunkt der Tangenten mit g, g
F der Schnittpunkt der Tangenten mit h.
Die Gerade g ist vom Punkt E aus eine
Tangente an den Kreis k, der Punkt A ist
der BerUhrpunkt dieser Tangente. Man K
nennt daher EA einen Tangentenabschnitt.

Ebenso sind EP, FP und FB Tangentenab- h
schnitte.

Behauptung:
Die beiden Tangentenabschnitte von einem duBeren Punkt an einen Kreis k sind gleich
lang.

Beweis der Behauptung:

Wir beweisen die Behauptung fir die beiden Tangen- A \E
tenabschnitte EA und EP. -
Da A und P auf dem Kreis k um den Mittelpunkt M lie- K

gen, ist das Dreieck MPA gleichschenklig. Somit sind P
die Basiswinkel <APM und «MAP gleich weit. Da MA

ein Radius des Kreises ist und EA ein Tangentenab- M

schnitt, stehen EA und MA senkrecht aufeinander.

Folglich «EPA =90° - «<APM. Analog <PAE =90° - «MAP . Somit <EPA = «<PAE.
Daher ist das Dreieck PEA gleichschenklig. Folglich sind die beiden Schenkel EA und
EP gleich lang und die Behauptung ist bewiesen.

Nach der Behauptung gilt

EA=EP (1) und

FB=FP (2).

Nach (2) ist das Dreieck FPB gleichschenklig. Folglich «<FBP = «BPF.

Nun ist aber «FBP = <EDP (Wechselwinkel an den Parallelen g und h) und

<BPF = «DPE (Scheitelwinkel bei P).

Damit hat das Dreieck PDE gleich weite Winkel bei D und P, ist also gleichschenklig mit
Basis PD. Hieraus folgt EP=ED (3).

Aus (1) und (3) folgt nun sofort EA=ED, d.h. E halbiert die Strecke AD.
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Nach (1) ist das Dreieck PEA gleichschenklig. Folglich «EPA = «<PAE.

Nun ist aber «PAE = «PCF (Wechselwinkel an den Parallelen g und h) und

<EPA = «<FPC (Scheitelwinkel bei P).

Damit hat das Dreieck PFC gleich weite Winkel bei C und P, ist also gleichschenklig mit

Basis PC. Hieraus folgt FP =FC (4).
Aus (2) und (4) folgt nun sofort FB =FC, d.h. F halbiert die Strecke BC.

2. Beweisvorschlag (mit Thalessatz):

Da g und h parallele Tangenten an den
Kreis k sind und A, B die zugehdrigen 9

BerUhrpunkte, ist AB ein Durchmesser
des Kreis k. Nach dem Satz des Thales
ist «xAPB =90°. Somit ist auch k Y :
<xBPC =90°, denn C liegt auf AP. Also
liegt auch P auf dem Thaleskreis Uber
BC. h B ol

Da EF als Tangente senkrecht auf dem Ei F ;b
Radius MP steht, ist auch «<MPF =90°.

Das Dreieck MBP ist gleichschenklig, also o= <«<PBM =<MPB.

Es folgt B =90° — o= «BPF = «<FBP . Somit ist auch Dreieck BFP gleichschenklig.

Ebenso a=90°-p =<«FPC = <«PCF. Also ist auch Dreieck PFC gleichschenklig.
Somit FC =FP =FB und F halbiert BC. Analog halbiert E die Strecke AD.

3. Beweisvorschlag (mit Symmetrie):

Wie im 2. Beweisvorschlag liegt P auf
dem Thaleskreis k Gber AB und auf
dem Thaleskreis k‘ Gber BC.

Die Kreise k und k* und ihre Schnitt-

punkte B und P sind bezlglich der Ge-
raden MM’ durch die beiden Kreismit-
telpunkte M und M‘ symmetrisch.
Deshalb sind auch die beiden Tangen-
ten h und t, die kin B bzw. P berthren,

bezlglich dieser Symmetrieachse
symmetrisch. Sie schneiden sich folg-
lich auf dieser Symmetrieachse.

Der Schnittpunkt von h und MM* ist aber M'.

Deshalb verlauft auch die Tangente t durch M‘, den Mittelpunkt der Strecke BC.
Analog zeigt man, dass t auch die Strecke AD halbiert.
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4. Beweisvorschlag (mit Drehstreckung):
Da AB ein Durchmesser des Kreises k c [/

ist, ist AP nach dem Satz des Thales
senkrecht zu BP.

Dreht man das Dreieck ABP gegen den XP
Uhrzeigersinn um P um 90°, so liegt k M.
also der Bildpunkt A* von A auf der Ge- , M B
raden BP, ebenso liegt B* auf AP = PC.

Da MP ein Radius ist, ist die Tangente
EF senkrecht zu MP. Also liegt der Bild-
punkt M‘ von M auf EF.

Da AB senkrecht zu BC ist, ist A‘B* parallel zu BC. Durch eine zentrische Streckung mit
Zentrum P geht A'B‘ in BC Uber, d.h. A“ = B, B = C. Die Gerade EF durch P geht durch
diese Streckung in sich Uber, der Punkt M* auf A'B* wird also auf F abgebildet, d.h.
M“=F.

Da M der Mittelpunkt von AB ist, ist M* der Mittelpunkt von A‘B‘ und nach der zentrischen
Streckung M* der Mittelpunkt auf A“B*. Also ist F der Mittelpunkt von BC.

Analog ist E der Mittelpunkt von AD.

B A" F=M|| C= "
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Aufgabe 5

Die Diagonalen eines konvexen Vierecks zerlegen dieses in vier Teildreiecke. Die
Schwerpunkte dieser Teildreiecke bilden ein neues Viereck.

Welcher Anteil der urspriinglichen Vierecksfldche wird durch das neue Viereck Uber-
deckt?

Lésung:

Der Flacheninhalt des neuen Vierecks betragt g des Flacheninhalts des urspringlichen

Vierecks.

Beweisvorschlag:

Wir bezeichnen

e die Eckpunkte des Ausgangsvierecks
mit A, B, C, D,

e die Mittelpunkte seiner Seiten mit
Ma, Mb, Mc, Md,

e den Diagonalenschnittpunkt mit N,

e die Schwerpunkte der Dreiecke mit
Sa, Sp, S¢, Sq.
Diese Schwerpunkte sind bekanntlich
die Schnittpunkte der Seitenhalbieren-
den der jeweiligen Dreiecke. Diese Sei-
tenhalbierenden sind in der nebenste-
henden Abbildung gestrichelt einge-
zeichnet.

M, und My sind die Mittelpunkte der Sei-
ten AB bzw. AD. Deshalb ist MMy die
Mittelparallele im Dreieck ABD. Da N auf
der Diagonalen BD liegt, haben A und N
von M;Mq den gleichen Abstand. Insbe-
sondere sind also die jeweiligen H6hen
zur Grundseite M;Mq4 in den Dreiecken
AM;M4 und NMyM, gleich lang.

Daraus folgt fur die Flacheninhalte:
1

FAMaMd = FNMdMa :E'FAMaNMd ()-
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Sa und Sq sind die Schwerpunkte der
Dreiecke ABN bzw. AND.

Es ist bekannt: Die Schwerpunkte teilen
die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 1 : 2
(diese aus dem Unterricht bekannte Tat-
sache wird der Vollstandigkeit halber in
der untenstehenden Nachbemerkung be-
wiesen).

Das bedeutet: NS, = % NM_ und
NS, = g NM, . L

Nach der Umkehrung des Strahlensatzes ist demnach S;Sq parallel zu M;Mg.

Somit ist nach dem Strahlensatz S, S, =§-M3Md . Das Dreieck SaNSy4 entsteht also aus

dem Dreieck MaNMy durch eine zentrische Streckung mit dem Streckfaktor k = §

2 2
Folglich Fs \s, = (5) “Funm, -
e " 1 (2Y 2
Mit (*) erhalt man damit: Fg s =513 “Fawm, =§-FAM3NMG.
Analog ergibt sich fir die drei anderen Teilvierecke des Ausgangsvierecks:
2 2 2

FSsz.a :§ ' FBMbNMA » TSNS, :§'FGMCNMb und Fstsc = §'FDMdNMC .
Da Fsasbscsd = FSaNSd + Fssza + Fschb + FstsC und

Fageo = FAMaNMd +FBMbN,\,Ia +FCMCNMb +FDMdNMC folgt: Fsasbscsd ‘Fagcp =2:9. Dies war zu zeigen.

Nachbemerkung:

Die Tatsache, dass der Schwerpunkt in einem Dreieck eine Seitenhalbierende im Ver-
haltnis 1 : 2 teilt, kann man einer Formelsammlung entnehmen oder wie folgt beweisen.

Es qilt:

- Der Schwerpunkt S ist der Schnitt-
punkt der Seitenhalbierenden AM, und
BMy;

- MaMy, ist Mittelparallele zu AB, d.h.

AB ist parallel zu MaMp und MM, =%-A_B;

- Der Mittelpunkt M von M;My, ist
auch der Mittelpunkt von M.C.

Nach dem Strahlensatz mit Zentrum S folgt M.S:SM = AB:MM, =2:1, also

M.S=2.MM. Somit MS=2.1.CM =%-CMC,bzw. MS:SC=1:2.
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Aufgabe 6

Zeige: Bildet man von flnf verschiedenen nattrlichen Zahlen alle méglichen positiven
Differenzen je zweier dieser Zahlen, so ist das Produkt aller Differenzen durch 288 teil-
bar.

Vorbemerkung:

Angenommen zwei Zahlen a und b lassen bei der Division durch 4 den gleichen Rest.
Dann ist die Differenz a — b durch 4 teilbar.

Genauso ist a — b durch 3 teilbar, wenn a und b bei Division durch 3 den gleichen Rest
lassen.

Beweis der Vorbemerkung:
Angenommen a und b lassen bei der Division durch 4 den Rest r (als Rest ist hier 0, 1, 2
oder 3 moglich). Dann ist a = 4-m+r und b = 4-n+r. Somit ist
a—b = (4m+r) — (4n+r) = 4-(m-n).
Also ist a — b durch 4 teilbar. Analog ist der Beweis fir 3.

1. Beweisvorschlag:

Es ist 288 = 2°-32 = 32-9. Da 32 und 9 teilerfremd sind, genligt es zu zeigen, dass das
Produkt der positiven Differenzen der finf Zahlen durch 32 und durch 9 teilbar ist.

Schritt 1: Das Produkt ist durch 32 teilbar.

Fall 1: Vier der flinf gegebenen Zahlen sind ungerade.
Diese vier ungeraden Zahlen seien a,b,c,d mit a<b<c<d. Da die Differenz zwischen zwei
ungeraden Zahlen gerade ist, sind alle Differenzen zwischen diesen vier ungeraden Zah-
len gerade. Die positiven Differenzen sind die folgenden sechs Differenzen:

d-a, d-b, d—, c—a, c—b, b—a.
Da sie alle gerade sind ist ihr Produkt sogar durch 2° = 64 teilbar und damit auch das
Produkt aller positiven Differenzen der finf Zahlen.

Fall 2: Vier der fiinf gegebenen Zahlen sind gerade.
Auch in diesem Fall ist das Produkt der Differenzen analog zu Fall 1 durch 2° = 64 teil-
bar, da auch die Differenz zwischen zwei geraden Zahlen gerade ist.

Fall 3: Drei der finf gegebenen Zahlen sind ungerade, die beiden anderen Zahlen sind
gerade.

Die drei ungeraden Zahlen seien a,b,c mit a<b<c. Die beiden geraden Zahlen seien d
und e mit d<e. Die positiven Differenzen c—b, c—a, b—a sowie e—d sind wie in Fall 1 alle
gerade.

Da a, b und c ungerade sind, lassen sie bei der Division durch 4 entweder den Rest 1
oder den Rest 3. Da es also fir a,b,c nur zwei mdgliche Reste gibt, kommt ein Rest dop-
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pelt vor, d.h. zwei der drei Zahlen lassen beim Teilen durch 4 denselben Rest. Die Diffe-
renz dieser beiden Zahlen ist dann nach Vorbemerkung durch 4 teilbar.

Die vier Differenzen c—b, c—a, b—a, e—d sind also alle gerade, zusatzlich ist mindestens
eine der Differenzen durch 4 teilbar. Somit ist das Produkt (c—b)-(c—a)-(b—a)-(e—d) durch
4-2-2-2 = 32 teilbar.

Fall 4: Drei der finf gegebenen Zahlen sind gerade, die beiden anderen Zahlen sind un-
gerade.

Auch in diesem Fall ist das Produkt der Differenzen analog zu Fall 3 durch 32 teilbar, die
Rolle der geraden und ungeraden Zahlen wird nur vertauscht, was fur die Differenzen
keine Rolle spielt.

Sind unter den flinf gegebenen Zahlen weniger als drei ungerade Zahlen, so sind min-
destens drei der funf Zahlen gerade. Es gibt also entweder drei gerade oder drei unge-
rade Zahlen. Somit sind alle méglichen Falle abgedeckt und wir haben bewiesen, dass
das Produkt immer durch 32 teilbar ist.

Schritt 2: Das Produkt ist durch 9 teilbar.

Als Reste bei der Division einer Zahl durch 3 sind 0, 1 oder 2 moglich. Bei funf gegebe-
nen Zahlen gibt es also fur die Reste bei ihrer Division durch 3 zwei Moglichkeiten:
Entweder haben mindestens drei der finf Zahlen bei Division durch 3 denselben Rest.
Oder bei Division durch 3 kommen zwei Reste doppelt vor, der dritte Rest kommt noch
einmal vor.

Fall 1: Bei Division der finf gegebenen Zahlen durch 3 kommt ein Rest mindestens drei
Mal vor.

Seien a,b,c drei der gegebenen Zahlen (a<b<c), die bei Division durch 3 denselben Rest
lassen. Dann sind nach Vorbemerkung alle Differenzen dieser drei Zahlen durch 3 teil-
bar. Somit ist das Produkt (c—b)-(c—a)-(b—a) sogar durch 3-3-3=27 teilbar.

Fall 2: Bei Division der fiinf gegebenen Zahlen durch 3 kommen zwei Reste doppelt vor,
der dritte Rest kommt einmal vor.

Die Zahlen a und b (a<b) lassen bei Division durch 3 denselben Rest, ebenso die Zahlen
c und d (c<d). Dann sind nach Vorbemerkung die Differenzen b—a und d—c durch 3 teil-
bar. Somit ist das Produkt (b—a)-(d—c) durch 3-3=9 teilbar.

In jedem Fall ist das Produkt der positiven Differenzen der fiinf gegebenen Zahlen also
durch 9 teilbar.

LWM 2013/14, Lésungen 1. Runde Seite 15 von 16



2. Beweisvorschlag:

Ohne Einschrankung sind die finf Zahlen mit a4, az, as, a4 und as bezeichnet und der
GrdBe nach geordnet: a1 < a2 < az < as < as.

Als positive Differenzen ergeben sich die folgenden 10 Zahlen:
ads—aq, ds—dp, ds5—ag, ds5—a4, dq4—a4, dq4—dA2, dq4—aA3, d3z—a, dz—dp, dz>—ady.
Es soll nun gezeigt werden, dass ihr Produkt durch 288 = 2°-3? teilbar ist.

Behauptung 1: Zwei der 10 Differenzen sind durch 3 teilbar.

Bei der Division durch 3 gibt es drei verschiedene Reste: 0, 1 und 2.

1. Fall: Drei der finf Zahlen haben den gleichen Rest.
Diese drei Zahlen seien a;, a; und ax mit i < j < k. Somit sind nach Vorbemerkung ax—a;,
ak—a; und a;—a; durch 3 teilbar.

2. Fall: Keine drei Zahlen haben den gleichen Rest. Also haben maximal zwei Zahlen
den gleichen Rest.

Da es 5 Zahlen gibt, die auf 3 Reste verteilt werden mlssen, gibt es zwei Paare von
Zahlen (etwa a;, a; und ak, aj mit i < j und k < I) mit jeweils gleichem Rest.

Somit sind nach Vorbemerkung aj—a; und a—ax beide durch 3 teilbar.

Also sind mindestens zwei Differenzen durch 3 teilbar und Behauptung 1 ist bewiesen.

Behauptung 2: Eine der 10 Differenzen ist durch 4 teilbar.

Bei der Division durch 4 gibt es vier verschiedene Reste: 0, 1, 2 und 3.

Da es 5 Zahlen gibt, die auf diese 4 Reste verteilt werden missen, gibt es ein Paar von
Zahlen (etwa a;, 3y mit i <j) mit gleichem Rest. Somit ist nach Vorbemerkung aj—a; durch 4
teilbar.

Behauptung 3: Mindestens vier der 10 Differenzen sind durch 2 teilbar.

Bei der Division durch 2 gibt es zwei verschiedene Reste: 0 und 1.

1. Fall: Vier Zahlen der finf Zahlen haben den gleichen Rest.
Diese vier Zahlen seien aj, a;, ax, und a; mit i <j<k<l. Somit sind a—ax, a—a;, a—ai, ax—a,
ax—a; und a—a; durch 2 teilbar.

2. Fall: Keine vier Zahlen haben den gleichen Rest.

Da es 5 Zahlen gibt, die auf 2 Reste verteilt werden missen, gibt es drei Zahlen (etwa
a;, aj, ak mit i <j<k) mit gleichem Rest. Aber auch die beiden anderen Zahlen (a;, am mit |
<m) haben einen gemeinsamen Rest.

Somit sind ax—a;, ak—a; und ai—a;, aber auch a,—a, durch 2 teilbar.

Also sind in jedem Fall mindestens vier Differenzen durch 2 teilbar.

Aus Behauptung 1und 3 folgt sofort, dass das Produkt der 10 Differenzen durch 2*- 32
teilbar ist. Berlicksichtigt man, dass eine Differenz nach Behauptung 2 durch 4 teilbar ist,
ist das Produkt noch durch einen weiteren Faktor 2 teilbar.

Somit ist das Produkt der 10 Differenzen durch 2*-32-2 = 288 teilbar.
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